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Nicolas Bourbaki

Nicolas Bourbaki
Profesor Emérito de Ecole Normale Superior en Paris*

“En el centro de nuestro universo se encuentran los grandes tipos de estructuras ... y serdn
llamados las estructuras madre. ... Mds alld de este primer nicleo, aparecen las estructuras
que podrian ser llamadas mailtiples estructuras. Implican dos o mds de las grandes
estructuras-madres no en simple yuxtaposicion (que no produciria nada nuevo) sino
combinado orgdnicamente por uno o mds axiomas que establecen una conerion entre ellos.
... Mads adelante llegamos finalmente a las teorias propiamente llamada particulares. En
estas los elementos de los conjuntos considerados, los cuales en las estructuras generales
han permanecido totalmente indeterminados, obteniendo una individualidad mds
definitivamente caracterizada.” 2

Nicolas Bourbaki

Uno de los matematicos mas prolificos e interesantes del siglo pasado es Nicolas Bourbaki.
O bueno, lo seria, si de verdad esa persona existiera como tal. El seudénimo Nicolas Bour-
baki fue adoptado por varios matematicos franceses en 1934 para representar la esencia de
un matemaético contemporaneo, y eventualmente se volvié un grupo de gran importancia con
su principal obra Elementos de matemdtica, un tratado que intentaba redefinir y capturar
el conocimiento matematico hasta ese punto en la historia. Hoy en dia el grupo Bourbaki,
oficialmente conocidos como Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, todavia tiene
una oficina en la Ecole Normale Superior en Paris, en donde el grupo origind.

1Laberintos e Infinitos agradece inmensamente a Adrian Tame por su ayuda en realizar el articulo.
2Tomado de [7]
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Al comienzo del siglo 20, la Academia de ciencias de Paris ya no era uno de los pilares mas
importantes del avance matematico como lo habia sido por mucha de su historia. Los ma-
temédticos Alemanes habian presentado los mds importantes avances en el drea durante un
tiempo, entre ellos Carl Friedrich Gauss y Bernhard Riemann. La primera guerra mundial
ademas tomo la vida de muchos de los matematicos de la época, dejando un vacié considerable
en el campo. Cabe recalcar que los matematicos franceses de los afos treinta no tenian a un
gran matematico o drea por seguir. Esto cambié cuando André Weil escribié a la academia
de ciencias de Paris, sobre Nicolas Bourbaki. Hablando a detalle sobre este importante ma-
tematico, como la primera guerra mundial interrumpid su trabajo y tuvo que escapar Paris,
y eventualmente regresd, pero sus avances no eran considerados por ningin partido. Como
se encontré ocupado por otras cosas en la revolucion de 1917, impreso en su trabajo en una
institucién en Poldavia pero tuvo que emigrar a Iran por la guerra civil, y para sobrevivir
daba clases en un café sobre un juego de cartas en el cual era bastante bueno.

Todo esto, una ficcién. El nombre y la historia detras fue imaginado por un pequeno grupo
de matematicos Franceses con el liderazgo de André Weil con el propédsito de publicar bajo
el, creando un personaje cuyo trabajo entero seria la base rigurosa y esencial de la cual las
matematicas posteriores se podrian basar. Todo esto comenzando con tres matematicos in-
conformes con la realidad y el estado de las mateméticas al comienzo de los 30s.

Al salir de una conferencia impartida por Raoul Housson en 1934, los entonces estudiantes
Jean Delsarte, Henri Cartan y André Weil quedaron aténitos por la falta de rigurosidad y
errores logicos presentados. El area andlisis de esa época en Francia que se ensenaba en las
universidades estaba basado principalmente en el trabajo de Jacques Hadamard, Emile Picard
y Edouard Goursat, matematicos de tiempos pasados que habian quedado atrds comparados
con muchos de los matemédticos Alemanes y de otros lugares en Europa. Su trabajo fue se-
minal, pero habian importantes avances recientes que no estaban tomados en consideracién
para el temario general de andlisis. Por lo tanto, en la primera junta del grupo Bourbaki que
tomdé lugar en un pequeno café parisino, qued6 arreglado que se consideraria intentar crear
un nuevo trato del andlisis, con un punto de vista mas moderno y puntual, tomando como
base la rigurosidad que ellos consideraban que hacia falta en el area.

En las siguientes juntas del grupo, se definieron importantes cosas como los miembros oficiales
del mismo, incluyendo a Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Coulomb, Jean Delsarte, Jean
Dieudonné, Charles Ehresmann, Szolem Mandelbrojt, René de Possel, y claro, André Weil.
Todos ellos conocidos por haber estudiado en la Ecole Normale Supérieure. Se discutirfa
también donde y cuando tomarian lugar las juntas y cuales serian los intereses principales de
ellas. Mientras que el tratado de andlisis era el punto focal y final, no era una hazana pequena,
y tenia que ser desglosada en varias juntas posteriores. Poco a poco el grupo empezé a
generar interés externo, e invitaciones fueron enviadas poco a poco a conocidos o matematicos
importantes que los miembos originales consideraban podrian expandir el grupo de manera
positiva. Eventualmente, mateméticos como Samuel Eilenberg , Alexander Grothendieck,
Pierre Samuel, Laurent Schwartz, Jean-Pierre Serre, Serge Lang, y Armand Borel se unieron
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al grupo, todos trabajando por su parte en sus propios proyectos ademds de ayudando al
grupo Bourbaki con sus metas. Una curiosa parte de la pertenencia del grupo es que a los 50
anos de edad, se les pedia a los miembros de este que se retiraran, para mantener un aire de
juventud en el grupo y que no hubiera una sola persona con demasiado poder dentro de el.

Por los problemas de la guerra, empezando en 1935 el grupo solamente se juntaba dos o tres
veces al ano, y se adopté un método diferente para la creacién del libro de anélisis. Se les pidié
a miembros individuales que construyeran capitulos por su cuenta, para poder luego editarlos
y revisarlos en grupo, y generar cohesién entre ellos. Este método fue increiblemente efectivo
pero tuvo un imprevisto enorme, siendo este que el libro poco a poco se iba expandiendo més y
mas. Los capitulos asignados a los miembros empezaron siendo sencillos, pero eventualmente
empezaron a tener que dividirse, ya que por ejemplo un capitulo entero de topologia era
necesario para explicar los conceptos de andlisis funcional presentes posteriormente. es asi
como nacio el tratado Eléments de mathématique, el trabajo culminar de Nicolas Bourbaki.
Originalmente el tratado de analisis, se volvié en un libro de increible profundidad tocando
béasicamente todos los temas de las matematicas entonces actuales de importancia. Cada
capitulo habia pasado por tantas revisiones y ediciones que eran completamente diferentes de
los originalmente publicados por cada autor, esto generando un tratado que verdaderamente
no le pertenecia a nadie menos al grupo en general. Algo interesante es que el titulo usa el
término mathématique en vez de mathématiques, representando unidad entre todos los temas
presentados, hablando de la matematica, y no de las matematicas.

Eléments de mathématique estd compuesto de varios voliimenes, empezando con lo “bésico”,
la teoria de conjuntos, siguiéndose de volumenes enteros dedicados al estudio de algebra,
topologia, funciones reales de una variable, y terminando con volimenes dedicados al algebra
de los grupos de Lie, la teoria de integracion, y la historia de las matematicas. Empezando con
publicaciones en 1939 y continuando con creaciones, expansiones y ediciones a los volimenes
y capitulos presentes, el tratado es uno de los mas completos y rigurosos presentados en los
ultimos siglos. Han habido ediciones del mismo tan recientemente como el ano 2016, con
la inclusién de un nuevo volumen, topologia algebraica. Es un libro en constante revision y
re-revisién, incorporando nuevos avances en las areas relevantes y editando errores pasados,
y por lo tanto, Eléments de mathématique sigue incompleto hasta hoy en dia.

El impacto del grupo Nicolas Bourbaki ha sido enorme en las matematicas contemporaneas.
Posteriormente a los anos 50, se habia adoptado la rigurosidad presentada por el libro y
trabajos de Bourbaki como el estdndar de calidad sobre el cual se deberian de hacer las
matematicas contemporaneas, y desde los anos 60, todos los textos publicados seriamente
en cualquier drea de las matemdticas empezaron a sequir sus estdndares de calidad. Esto
solamente 20 anos después de la publicacién del inicio de su trabajo seminal. En Paris, se
tiene todavia el seminario Bourbaki, donde se presentan los avances mas importantes en las
matematicas. Es claro también que el grupo sigue vivo, y publicando, bajo el mismo nombre,
expandiendo el siempre creciendo texto por el cual el grupo es famoso.
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Aproximando a la razon aurea y a otros nimeros.

Gerardo Gonzélez Robert
Licenciado en Matemdticas Aplicadas por el ITAM

Resumen
Partiendo de un problema simple sobre sucesiones de Fibonacci generalizadas y la
razén durea, presentamos algunas ideas sobre la rama de la teoria de los niimeros llamada
aproximacién diofantina (o diofdntica).

1 Introduccién y planteamiento del problema

La sucesién de Fibonacci ((F,)5 ) y la razén aurea (¢) son dos elementos que, al estar
presentes tanto en las matemadticas puras como en la naturaleza e inclusive en el arte, han
ganado reconocimiento alrededor del mundo. Su sencillez los hace aptos para la matematica
recreativa, pero, al mismo tiempo, tienen una estructura suficientemente rica para ser base
de investigacion matematica seria.

La sucesién de Fibonacci (F,)5, es la sucesién de enteros no negativos definida por
Fo=0,In=1, F=F, 1+ Fyo.
Mientras que la razén aurea, también conocida como razén dorada o niimero de oro, es el

real ¢ = 1+T\/g Una de las tantas relaciones entre ambos conceptos es que

Fn+1

n

lim

n—00

=¢. (1)

Una manera de generalizar la sucesiéon de Fibonacci es cambiando las condiciones iniciales,
de tal manera que satisfaga:

L |fol +[fi] > 0.
i1. Para! n € N se cumple f, 41 = fn_1 + fa1-

donde a la pareja (fo, f1) se le conoce como semilla.

A partir de (1) nos planteamos la siguiente pregunta.

Problema 1. Sea (f,)5%, una sucesion generalizada de Fibonacci. 5Podemos determinar el

limite de f}fl cuando n tiende a infinito?

Si bien llegar a la respuesta puede tomar tan solo unos minutos, utilizaremos el Problema 1
para mostrar algunos aspectos de la teoria de los nimeros. A lo largo de la siguiente seccién,
motivaremos el uso de fracciones continuadas y presentaremos algunas de sus propiedades,
resolveremos el Problema 1 y reflexionaremos un poco sobre preguntas relacionadas. Luego,
en la tercera seccién, resolveremos el Problema 1 de otra manera.

lLlamaremos nimeros naturales, N, a los enteros no negativos.
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2 Primera solucion

Sea (f,)%2, una sucesién de Fibonacci generalizada. Dejando a un lado las posibles inde-
terminaciones, la recurrencia que determina a ()5, nos dice que

n n— 1 1 1

ff+1:1+ff1:1+1 =t = =l

: Y = s
Tol+ A

o

Las expresiones anteriores se llaman fracciones continuadas?. La primera solucién al Problema
1, es una aplicacién directa de la teoria de de fracciones continuas. El objetivo es ver qué tan
buena es la aproximacién a ¢ usando este método.

Supondremos que, sin pérdida de generalidad, f := (f,)52, satisface ciertas condiciones.
Primero, f es un miultiplo de (F,)52, cuando fo = 0y fut1/fn = Fny1/F, para toda n.
Obtenemos una igualdad similar cuando f; = 0. Ademas, si fofi # 0y % = —F}—:Tl para

alguna j € N, entonces f vuelve a ser un multiplo (F,,)5%, (la recurrencia implica f; = 0).
Asi, pensaremos que (f,,)22, satisface

f1 Fj

fo#0, fi1#0, VjeN A _Fj

(2)

2.1. Fracciones continuadas

Recordemos algunas propiedades basicas de las fracciones continuadas. Para méas de-
talles, consultar las siguientes referencias: ([Hardy Wright], 2009) ([Niven et al.], 1991) y
([Khinchin], 1961).

Una fracciéon continuada es una expresién de la forma

1
[ao; ar, az,...] = ag+ 1 ) (3)
a1 +
! 1
ag + ——
1

az + —

con una interpretacion intuitiva cuando tenemos una cantidad finita de términos aq, ..., a,.

Diremos que la fraccién continuada es regular si ag es un entero y a,, es un entero no negativo
para cada n € N. Bajo estas condiciones, podemos entender a (3) como un limite de niimeros
racionales
[ag,a1,a2,...] = lim [ag;aq,...,an].
n—oo

Llamaremos convergentes al lado derecho de la expresiéon anterior.

2También se les conoce como fracciones continuas.
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Las fracciones continuadas establecen una biyeccién entre los nimeros irracionales y cierta
familia de sucesiones de enteros.

Teorema 2.1. Para cada irracional o eziste una y sélo una sucesion de enteros (an)o>, con
an > 1 para cada n € N tal que

a = [ag; a1, az, .. .]. (4)
Ademds, para cada sucesion en Z, (an)5%, con an, > 1 para n € N existe un irracional o tal
que (4) se satisface.

El Teorema 2.1 se sigue de estudiar a la sucesién [ag;ay,...]. Aunque dejamos la prueba al
lector, los puntos importantes estan contenidos en el Lema 2.2.

Lema 2.2. Sea [ag; a1, az,...] una fraccion continuada regular y (pn)5—o v (gn)22, sucesiones
de enteros tales que
vneN Pn_ [ag; ay, ..., an].
dn

Se tienen las siguientes propiedades.

1. Definiendo p_1 y q_1, se tiene que

pP-1 po\ _ (1 ao VnenN (Pt (Pn Pno1) (On4 (5)
q-1 o 0 1)” n+1 In  qn—1 I
1. Los términos p, Yy q. son coprimos; de hecho,
Vn €N ¢upn_1— Gn-1Pn = (71)7I (6)

1. La sucesion (g,)5% es positiva y crece exponencialmente.

1v. Para cadan € N yz € R\ {qJ L:jed{l,. n}} tenemos que

PnT +pn—1 _ Iﬁ + (71)’”

T+ qn-1 g 2 =1 )
e T e )

[ag;at,...,an,x] =

V. Los convergentes de orden par son crecientes y los de orden impar, decrecientes; luego,

Po B2 P4 cac. BB P (8)
qo0 a2 da qs a3 q1

Un ejemplo sencillo es la fraccién [1;1,1,...]. Llamando zg > 1 al limite, se tiene que
o =1+, !
y, como xg > 1, g = ¢. Ademas, las recurrencias de los convergentes dan
VneN p,=Fnio, Gn=Fni1. 9)

El Lema 2.2 nos dice que los cocientes de términos consecutivos oscilan alrededor de ¢.
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2.2. Solucion del Problema 1

De la solucion del Problema 1, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Sea (f,)52 una sucesion de Fibonacci con semilla (a,b) # (0,0). Entonces,

lim
n—oo  fp

o1 _ Jo s b#—¢""a

o si b=—¢"la
Demostracion. Sea (f,)22, una sucesién generalizada de Fibonacci que, sin pérdida de ge-
neralidad, satisface (2). Uilizando (7) con x = ﬁ , tenemos que

n F, -1)"
Vn e N ff+1:[1;1,...,1,x]:F+2+ (=1) (10)
" n veces n Fg+2 (1‘ + Fni:)
Caso I. x # —¢~1. Por (1), existe n > 0 tal que
F,
VneN |z+ > 1.
Fn+1 !
Tomando el limite cuando n tiende a infinito en (10), concluimos que
F, -1)"
lim I = g Dot (=1) =¢
n—oo  f, n—oo Fi, 19 F3+2 (1‘—1— Fn:;)
Caso II. x = —¢p~ 1. Por —¢~! =1 — ¢, para cada n € N tenemos
n F, -1 F, 1"
ff+1:F+2+ ( ) - :F+2+ - (F) ) (11)
v P R (ceme ) P R (R -0)
Observemos el segundo sumando del lado derecho. Aplicando (7), (9) y ¢ = [1;1,1,.. ],
llegamos a
Fn ; 1 n+1
¢:[1;17"'717¢]:F+d+ ( )
N, e’ n n+1
n+1 veces 2 (¢ + Fn+2)
Asi, reordenando los términos, tenemos que
F, 1 1 1
—1 an ( _ n+3>: - - = 12
N N e I e R S ()

En la primera igualdad hemos usado (8). El resultado se obtiene de sustituir a (12) en (11)
y tomar el limite cuando n — oc. U
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2.3. Problemas relacionados

El estudio minucioso de ciertas aproximaciones racionales a ¢ conduce a la solucién del Pro-
blema 1. Para ver lo qué ocurre en general, empecemos con un irracional a = [ag; a1, aq, .. .]
y lamemos (¢,)%% o v (pn)S2, a las sucesiones de numeradores y denominadores de sus con-
vergentes. Utilizaremos ||z|| para referirnos a la distancia de z € R al entero mds cercano.
Por ejemplo, [|0.3|| = ||1.7|| = 0.3.

A partir de (7) se llega a
Vn €N gyllgne| <1,

lo cual indica la cercania a un real fijo con racionales de denominador acotado y muestra que
@ es denso en R.

lo cual indica la cercania a un real fijo con racionales de denominador acotado. Asi, una
manera de determinar la aproximaciéon a un ntimero real mediante racionales es encontrando
la minima ¢ > 0 tal que ¢g|lga| < ¢. En simbolos, nos interesa calcular

lim inf g||qc||. (13)
q—00

’
Las fracciones continuadas simplifican esta tarea. Dado un real a, decimos que % € Q es una
mejor aproximacion de « si

VgeN VpeZ 0<q<q = |da—p|<|qga—p|

Teorema 2.4. Sea « € R\ Q. Un racional es una mejor aproximacion de « si y sdlo si es
un convergente de o.

Por el Teorema 2.4, cuando ¢ € N\ {g; : j > 0} existe n tal que

In < q < Gns1s  |lanall < llga.

Multiplicando las desigualdades llegamos a ¢, ||¢gn| < g|lge||. Entonces, podemos calcular el
limite (13) fijaindonos sélo en (g,)5

lim inf ¢||ga|| = lim inf gy, ||| < 1.
q—00 n—00

Al resolver el Problema 1, calculamos el limite correspondiente a la razén durea obteniendo
como resultado

.o 1
liminf ¢||g¢|| = —= (14)
q—00

7

Encontramos que ¢ es el nimero real mas dificil de aproximar mediante racionales.

Teorema 2.5 (A. Hurwitz, 1891). Para todo x € R liminf, , ¢l/gz| < % De hecho,

(v/5)~! es la mejor cota posible, esto es

L
7

inf {c eR:Vzx eR liminfg|qz| < c} =
q—o0
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Demostracién. Probaremos un refinamiento de E. Borel (1903): para cada j € N se cumple

, 1
min {g;_1lgj—12, g;illgzll, gj+1llgir1zll} < 7 (15)

qj+1

Podemos suponer que z > 0. Si (15) fuera falsa, definiendo \; =

, tendriamos que

+‘x—pj

1 < ‘x— Pj-1
4j

VBqj_1q; ~

La desigualdad estricta se debe a la irracionalidad de /5. La segunda implicacién se sigue de

multiplicar por A; > 0 y factorizar. El mismo argumento muestra que q?jl =Aj_1 < ¢. Sin
=

embargo, la recurrencia de los denominadores nos lleva a la contradiccion

— )\j+%<\/5 — =9 +e7) <0
J

1 1
¢>)\j:aj+7>1+7:(b.

Aj-1 ¢
Por lo tanto, (15) debe ser cierta. La segunda afirmacién sigue de (14). O
Volviendo al irracional o = [ag; a1, a2,...] y utilizando (7), con © = [an; ant1,...] > 1 de-

mostramos que liminf,, g,|gn|| > 0 ocurre si y sélo si (a,)52, es acotada. Un real con esta
propiedad se llama mal aproximable y el conjunto de niimeros mal aproximables se denota
por Bad, el cual es de primera categoria en el sentido de Baire. Bad, a pesar de ser no
numerable, es relativamente chico.

Teorema 2.6 (Borel,1909). Casi todo real tiene una fraccion continuada con términos no
acotados.

El limite inferior da pie a un conjunto conocido como el espectro de Lagrange definido
por:
A :={liminf g||qa| : @ € R}.
q—o0

Ahora, ;jqué pasa si consideramos a dos reales en lugar de uno? Esto es, para o, € R
buscamos

lim inf gf|galf[lgB]-
q—00
Se intentara analizar este nuevo problema mas complejo.

Conjetura 2.1 (Littlewood, 1942). Para todos o, 8 € R tenemos que
lim inf gf|gar|[[[¢B]] = 0.
q—o0

Por el Teorema 2.6, casi todas las parejas de reales cumplen con la Conjetura de Littlewood.
Hasta ahora, el resultado mas fuerte al respecto se debe a Manfred Einsiedler, Anatole Katok
y Elon Lindenstrauss. Ellos establecieron que el conjunto de parejas que violan la conjetura es
(en un sentido técnico) muy chico. Esta investigacion le valié a Elon Lindenstrauss la Medalla
Fields en 2010.
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3 Segunda solucion

La siguiente identidad, llamada Férmula de Binet, es un ejericio de induccién

6" = =971y
vneN F,=-——""7"/"—""—. 16
6—o 1 (16)
Haciendo manipulaciones algebraicas llegamos a
F, 1 (-1)"
vn € N FZI —¢:¢2n( ¢) o, con nlirréoénzl (17)

y concluimos (1). Ahora, tomemos una sucesién generalizada de Fibonacci, (f,)52,, con
semilla (a,b), b # 0. Inductivamente, se tiene que Vn € N f,, = F,,_1a + F,b. Sea v = {.
Llegamos a una solucién completa al Problema 1 tras aplicar (17) al cociente

Fn

fn+1:aFn+Fn+1b_ Fn z+ F:l
vt L )

n—1

fn Fn—la+Fnb_Fn—1

Como los racionales F,,1/F, son distintos, el cociente anterior tiene sentido para n grande.
Cuando z # —¢~! el segundo factor en la igualdad anterior converge a 1 y el producto, a ¢.
En cambio, cuando £ = —¢~! usamos la identidad ¢ = 1 + ¢! para concluir que el segundo
factor converge a —¢~2. Asi, concluimos el Teorema 2.3.

Esta estrategia nos permite resolver preguntas similares, por ejemplo:

Problema 2. Sean (9,)22, y (hn)2, sucesiones generalizadas de Fibonacci. ;Cudl es el
limite, st existe, de gn/hy cuando n tiende a infinito?

Agradecimientos. Gracias a Santiago Cabello Tueme y a los editores por sus comentarios.
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El espacio vectorial de los niimeros reales sobre los nime-
ros racionales

Ramoén Espinosa Armenta
Departamento de Matemdticas, ITAM

Introduccién

El propdsito de esta nota es mostrar que el espacio vectorial de los ntimeros reales sobre el
campo de los niimeros racionales tiene dimensién infinita. Aunque este resultado es conoci-
do, la demostracién no aparece en los libros usuales de Algebra Lineal. Una de las razones
podria ser que la demostracion requiere conceptos y resultados acerca de conjuntos infinitos,
los cuales no se ven en cursos bésicos.

En este trabajo supondremos que el lector estd familiarizado con la teoria de espacios vec-
toriales (ver por ejemplo [2], capitulo 1). En la seccién 2 veremos los conceptos, ejemplos y
resultados acerca de conjuntos infinitos necesarios para entender la demostracién del teore-
ma principal, la cual veremos en la secciéon 3. En la tltima secciéon veremos un subespacio
interesante del espacio vectorial de los niimeros reales sobre los racionales.

Conjuntos infinitos

Se dice que dos conjuntos no vacios A y B tienen la misma cardinalidad si existe una funcién
biyectiva de A en B. En este caso escribimos A ~ B.

Se dice que un conjunto A es finito si es vacio o si existe n € N tal que A ~ {1,...,n}.Se
dice que un conjunto A es infinito si no es finito.

Algunos ejemplos de conjuntos infinitos son el conjunto de los nimeros naturales N =
{1,2,3,...}, el de los niimeros enteros Z, el de los ntimeros racionales Q y el de los nimeros
reales R.

Se dice que un conjunto infinito A es numerable si A ~ N. Se dice que A es a lo mas
numerable si es finito o numerable.

Ejemplo 1. El conjunto de los nimeros naturales pares 2N = {2,4,6,...} es numerable,
pues la funcion f(n) = 2n es una funcién biyectiva de N en 2N. A

Ejemplo 2. La funcién f: N — Z definida por

fn) = {n/Q sin es par;

(1—-n)/2 sin es impar.
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es biyectiva (ver [1], ejemplo 4.34), lo cual muestra que el conjunto de los nimeros enteros
Z es numerable. A

Enunciamos a continuacién un resultado importante para determinar si un conjunto es a lo
més numerable. El lector puede consultar la demostracién en [1], Corolario 4.3.

Teorema 1. Si A es un conjunto numerable y B es otro conjunto para el cual eriste una
funcion inyectiva f : B — A, entonces B es a lo mds numerable.

El siguiente teorema muestra que el producto cartesiano de conjuntos numerables es nume-
rable.

Teorema 2. Si A y B son conjuntos numerables, entonces A X B es numerable.

Demostracion. Como A y B son numerables, podemos escribir
A={ay,az,a3,...} 'y B={b,babs,...}.
Sea f: A x B — N definida por
flan,by) =2"-3™.

Si f(n,m) = f(p,q), entonces 2™ - 3™ = 2P . 39, de ahi que, por el teorema fundamental de
la aritmética, n = p y m = g, por lo tanto (n,m) = (p,q), es decir, f es inyectiva, por lo
que por el teorema anterior A X B es a lo mas numerable. Como ademéds A x B es infinito,
se sigue que A X B es numerable. O

La demostracion del siguiente corolario se puede hacer por inducciéon matematica.

Corolario 1. Si Ay, As, ..., A, son conjuntos numerables, entonces
Al X Ay x - x A,

es numerable.

Ejemplo 3. Cada ndmero racional se puede escribir de manera dnica como m/n, donde
m€Z,neNymedim,n) =1. Sea f: Q — Z x N definida por f(m/n) = (m,n). Por
el teorema 2, 7Z x N es numerable, por otra parte es claro que f es inyectiva, por lo que
por el teorema 1, Q es a lo mds numerable. Ademds, como Q es infinito, se sigue que Q es
numerable. A

Ejemplo 4. Por el ejemplo anterior, Q es numerable; por lo que por el corolario 1, Q™
también es numerable para todo nimero natural n. A

No todos los conjuntos infinitos son numerables. En 1891 el matemético alemén Georg Cantor
demostré que el intervalo I = (0,1) es no numerable, utilizando una ingeniosa demostracién
que el lector puede consultar en [1] (Teorema 4.17).

El siguiente ejemplo muestra que I ~ R y por lo tanto R es no numerable.
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Ejemplo 5. Sea f:(0,1) = R definida por

20 — 1
@)= 2z(1 — )

Se deja al lector verificar que f es biyectiva, por lo tanto I ~ R. A

El resultado principal

Si F' es un campo y K es un subcampo de F, es facil ver que F' es un espacio vectorial sobre
el campo K. Por ejemplo, C es un espacio vectorial sobre si mismo (de dimensién 1), pero
también es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales (de dimensién 2).

El siguiente teorema muestra que el espacio vectorial R sobre el campo Q no es de dimensién
finita.

Teorema 3. El espacio vectorial de los numeros reales sobre los numeros racionales tiene
dimension infinita.

Demostracidn. Supongamos que tiene dimensién finita y sea B = {x1,...,2,} una base. Sea
f: Q™ = R definida por:

n
f(?”l, . ,rn) = Zrisci
i=1

Como B es base de R se tiene que para todo x € R, existen rq,...,r, € Q tales que
n
xr = Z?‘il‘i
i=1
De ahi que f(r1,...,7,) = x y por lo tanto f es suprayectiva.
Por otra parte, si f(r1,...,7) = f($1,...,5n) entonces
n n
Z T X = Z SiTy
i=1 i=1
y de ahi que r; = s; para todo i = 1,...,n, porque la representacion de un elemento en
términos de la base es tinica. Por lo tanto (r1,...,7,) = (s1,...,8s), lo cual muestra que f

es inyectiva.
Por lo tanto f es una biyeccién de Q™ en R, lo cual no es posible porque Q™ es numerable y
R no lo es. Lo cual prueba que R como espacio vectorial sobre Q tiene dimensién infinita. [

Un subespacio interesante

Veremos a continuacién un subespacio de dimension finita del espacio vectorial R sobre el
campo Q.
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Teorema 4. El conjunto
W={a+b/2 | a,beQ}

es un subespacio del espacio vectorial de los numeros reales sobre los numeros racionales.
Ademds dim W = 2.

Demostracion. Observemos primero que 0 = 0 + 0v/2, por lo que 0 € W. Supongamos ahora
que a+bv/2 e Wyc—l—dx/ié W. Por lo tanto

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2eW,

pues (a+c) € Qy (b+d) € Q, por lo que la suma es cerrada en W. Por tltimo, si a+bv/2 € W
y ¢ € Q, entonces
cla+bv2) = (ca) + (ch)V2 € W,

pues ca € Q y ¢b € Q, lo cual muestra que W es cerrado bajo el producto por escalares, con
lo cual concluimos que W es subespacio de R sobre el campo Q.

Por tltimo, es claro que el conjunto B = {1,v/2} genera a . Para ver que es linealmente
independiente sean a,b € Q tales que a + bv/2 = 0. Si b # 0, entonces V2 = —a/b € Q, lo
cual no es posible, porque v/2 es irracional. Por lo tanto b = 0, y de ahi que también a = 0,
lo cual muestra que B es base de W, y por lo tanto dim W = 2. O
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Experimentos con sumas exponenciales incompletas

Mario Cortina Borja
University College London

En crespa tempestad del oro undoso...
(Quevedo)

Introduccién

En este articulo estudiamos sumas exponenciales incompletaeﬂ de la forma general

Ny
S =87 (No, N1) = Y e(f(4)) (1)
Jj=No
donde 0 < Ny < Nj son enteros, e (z) denota e?™® y f es una funcién real con dominio en los
enteros positivos. Esta clase de sumas parciales surge en teoria de nimeros y tiene un pedigr{

histérico impresionante al haber sido estudiada originalmente por Jakob Bernoulli, Euler y
Gauss [Gray (1997)].

En este articulo sélo revisaremos versiones deterministicas de S := Sy (Ny, N1), aunque hay
un campo amplio de investigacion que incluye componentes estocasticas en f. Por ejemplo
[Loxton (1985)] desarrolla una versién del teorema del limite central para S con formas de f
que incluyen una sucesién de variables aleatorias i.i.d. uniformemente y [Alonso—Sanz (2010)]
estudia espirales de Euler con memoria basadas en S resultantes de un proceso estocéstico.
Al margen de esta clase de trabajos, [Loxton (1981)] y [Angell (sin fecha)] muestran que del
analisis de sumas parciales exponenciales se deriva facilmente un aspecto informal, practica-
mente lidicd?] Este es el niicleo del presente articulo y consiste en examinar cinco clases de

S:
1. Sumas exponenciales incompletas gaussianas (espirales de Euler)
2. Sumas exponenciales basadas en multiplos de raiz cuadrada
3. Sumas exponenciales basadas en funciones logaritmicas
4. Sumas exponenciales resultantes en espirales asintéticas
5. Sumas exponenciales basadas en una funcién cubica con coeficientes basados en fechas

La siguiente seccién describe cémo obtener generalmente graficas de S := Sy (No, N1). Las
siguientes secciones analizan los cinco casos deterministicos mencionados.

1La distincién entre sumas exponenciales completas e incompletas se centra en que las segundas ocurren
sobre un conjunto de nimeros naturales acotado por una desigualdad y las primeras lo hacen sobre todos los
residuos de una funcién, médulo un entero positivo.

2 Angell acota licidamente: “Real-life applications of these ideas? Forget it. This is mathematics for fun.
Nothing wrong with that.”
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Graficas de sumas exponenciales incompletas

Con base en [Loxton (1983)f] definimos la grafica G de una suma exponencial S como la
sucesion de sumas parciales dibujada sobre el plano complejo al unir puntos sucesivos de
(R (S),S(S)) con segmentos rectos.Estas graficas pueden tener una complejidad enorme y es
dificil predecir su comportamiento en funcién de f aun para formas simples de f con cambios
relativamente pequenos en sus parametros. En algunos casos, los valores de Ny y Nj igual-
mente inducen cambios dificiles de caracterizar en G.

Como se mencioné en la Introduccién, es posible incluir un elemento estocdstico en S pero
en el presente articulo consideramos solamente ejemplos deteministicos. En las siguientes
secciones analizamos ejemplos de cinco clases interesantes de G.

Sumas exponenciales incompletas gaussianas (espirales de Euler)

La conexién entre sumas exponenciales y espirales fue estudiada definitivamente por Gauss,
y primariamente, por Jakob Bernoulli en 1694 y por Euler 50 afios después; [Levien (2008)]
cuenta sucintamente esta historia. Siguiendo a [Lehmer (1976)], definimos la suma gaussiana
incompleta en funcién de potencias de enteros escaladas como

m—1
Gn (m;p) =S¢ (0,m —1) Zexp (2mijP/N) (2)
7=0

con N un entero positivo, p > 0y 1 <m < N. Sip > 1, Gy (m;p) es una suma incomple-
ta gaussiana de orden p y Gy (N,2) denota la suma incompleta ordinaria gaussiana. Para
valores grandes de N, [Lehmer (1976)] muestra que casi todos los valores de Gy (m,2), con
m < N/2 se encuentran en una vecindad de v/N (1 + i) /4.

Sea G = {Gn (0,2) ...,Gn (N,2)} la grifica con vértices dirigidos en el conjunto de valores
Gy (+,2) y aristas en el conjunto de N vectores en el plano complejo uniendo Gy (4,2) a
Gy (j+1,2). G empieza en el origen del plano complejo y es localmente lineal, no una curva

suave. Para m = O (\/ N ) tenemos que las primeras m aristas aproximan una clotoide (o

doble espiral) de longitud oo cuya curvatura es proporcional a la longitud de sus aristas.
Desde luego, como nota [Lehmer (1976)], la espiral tiene longitud co de manera que estas
comparaciones con G son ttiles solo en el contexto de las graficas que mostramos a continua-
cion.

La Figura [I] muestra cuatro ejemplos de esta clase de sumas exponenciales definida en la
ecuacion con m = N = 1024 para hacer notar la variabilidad causada por valores de
p=>1

3 Aunque modificando ligeramente su notacién
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Figura 1: G024 (1024, p) con cuatro valores de p
suma gaussiana (p,N)= 1 1024 suma gaussiana (p,N)= 1.5 1024

suma gaussiana (p,N)= 2 1024 suma gaussiana (p,N)= 3 1024

Figura 2: Gy (2, N) con dos valores consecutivos de N

suma gaussiana (p,N)= 2 1003

suma gaussiana (p,N)= 2 1002

. .

Como muestra [Paris (2005)] el caso gaussiano ordinario, i.e. p = 2, resulta generalmente en
dos espirales simétricas formando la curva paramétrica llamada clotoide, espiral de Euler,
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o espiral de Cornfﬂ [Paris (2005)] investiga la construccién de aproximaciones asintdticas
para este caso. En la Figura [2 mostramos dos ejemplos de esta convergencia y notamos (i) el
cambio cualitativo correspondiente a dos valores consecutivos de N y (ii) que Giooz (2;1002)
genera una clotoide doblemente transversal. Con razén, [Gray (1997)] no duda en describir
la clotoide como ‘una de las curvas més elegantes’ en la historia de las Matematicas.

Sumas exponenciales basadas en multiplos de raiz cuadrada

Un caso interesante de S es la suma exponencial incompleta

N
R, (N)=S¢(0,N) = Zexp (27rit\/5) (3)
=0

con ¢t un numero real positivo. La G correspondiente ha sido estudiada en en [Loxton (1983)]
especialmente respecto a la construccién de aproximaciones para los puntos de condensacion
de las espirales resultantes. La teorfa expuesta en [Loxton (1983)] va més alld del alcance
del presente articulo de manera que nos limitaremos a ilustrar cambios en R; (N) en funcién
de t y N en la ecuacién (3). Las Figuras [3| y [ varfan ¢ en potencias de 10 para N = 500
y N = 5000. Para ¢t = 1 se ve una convergencia inmediata a una espiral mientras que para
t = 10 esta convergencia se alcanza luego de una caminata que se antoja aleatoria. En am-
bos casos, si N — 00, estas espirales cubriran totalmente el plano complejo. Las trazas para
t =100 y ¢ = 1000 son mucho més complicadas y no es facil predecir si convergeran en una
espiral total o cudndo lo harfan.

La Figura [5| muestra la evolucién de las trazas de Ry (N) al incrementar N fijando t = 1024:
las G resultantes son subconjuntos de las graficas subsecuentes con valores crecientes de N:
esto es especialmente notable al comparar, por ejemplo la traza de Rjga4 (2048) con la de
R1024 (4096), y ésta con la de R1024 (40096)

Sumas exponenciales basadas en funciones logaritmicas

La espiral logaritmica, una de las curvas mas conocidas en Matematicas, se puede aproxi-
mar a partir de la suma parcial en la ecuacién con f (j) =log(j). Como es bien sabido,
esta espiral se manifiesta frecuentemente en la naturaleza y el arte. La Figura [f] muestra un
ejemplo de esta curva, cuyas propiedades principales se comentan en [Wells (1991)].

4En honor del fisico francés Marie Alfred Cornu
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Figura 3: R, (500) con ¢ variando en potencias de 10

suma exponencial; 1*x*(1/2) N1=500 suma exponencial; 10*x*(1/2) N1=500

e

suma exponencial: 100*x*(1/2) N1=500 suma exponencial; 1000%x(1/2) N1=500

Figura 4: R (5000) con ¢ variando en potencias de 10

suma exponencial; gaussiana =1"x"(1/2) suma gaussiana (p,N)= 2 1003

19

suma gaussiana (p,N)= 2 1024 suma exponencial; gaussiana =1000*x"({1/2)
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Figura 5: Rjp24 (V) con N variando en potencias de 2
suma exponencial; 1024*x*(1/2) N1=1024 suma exponencial;, 1024*x"(1/2) N1=2048

suma exponencial; 1024*x*(1/2) N1=4096 suma exponencial;, 1024*x"(1/2) N1=40096

S e

! \‘"’I r/"‘\
a -
4 . )
1 &/

Es natural preguntarse como cambiaria la forma de esta espiral si usamos, por ejemplo,
funciones potencia, i.e.

N
Lu(N)= 87 (1,N) = exp (2ri(log j)") (4)
j=1
donde u > 1. Probablemente el ejemplo més celebrado de L, (N) es la curva llamada Mons-
truo de Loch Ness definida primeramente por [Loxton (1981)] para u = 4 en la ecuacién
y que aparece, para N = 5000 en la Figura[7]

Aparte de su extrana, intrinseca belleza esta curva impresiona por su aparente impredecibili-
dad: ;Por qué, en comun con las curvas mencionadas en la seccién anterior, parece empezar
cadticamente? ;Qué determina el inicio y la posicién de cada sub-espiral? ;Cudl es su con-
ducta si N — oc0? ;Cudl es la relacién entre u y el nimero de sub—espirales? Usando los

argumentos desarrollados por [Loxton (1981)] es posible contestar aproximadamente algunas
de estas preguntas.

[Loxton (1981)] nota que sucesién de dngulos entre segmentos consecutivos en G para el
monstruo de Loch Ness es:

© = {¢; =2 [(log (j +1))* — (log (4))"] }
y si j — oo converge a 0. Esto implica que esta suma parcial exponencial resulta en una espiral
que eventualmente cubre todo el plano complejo a partir del centro de una ultima sub—espiral.
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suma exponencial con f = log{x)"4
suma exponencial con f = log(x)
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Figura 7: Monstruo de Loch Ness: f(j)
(log (7))*

Figura 6: Espiral logaritmica

Es posible mostrar que G correspondiente a Ly (N) tiene sélo las seis sub—espirales que apare-
cen en la Figura|7l Si el dngulo ¢;/27 estd en la vecindad de un nimero entero tenemos que
G cambia de direccién y aproxima una curva que se mueve lentamente ligando sub—espirales
hasta alcanzar la siguiente, que puede ser la dltima. Al contrario, si la distancia entre ¢; /2w
y un entero positivo es relativamente grande tenemos que la grafica G cambia de direccién
rapidamente alrededor de un punto de atraccién. Esto resulta en una especie de hoyo negro
expansivo del que sélo es posible salir cuando la sucesién ®/2 7 alcanza a estar relativamente
cerca de un entero positivo, lo cual es imposible Vu > 1 cuando N — oo. La primera grafica
de la Figura [[| muestra algo localmente parecido a tal curva.

[Loxton (1981)] define a G para S := Ly (N) como La via ldctea la cual aparece con N = 5000
en la Figura[§|y es obviamente més complicada que el Monstruo de Loch Ness, (u = 4).

A continuacién estudiamos empiricamente la complejidad de {L, (N)}. Primeramente, de-
finimos el grado de complejidad de G como el ndmero de enteros en la sucesién ®/27 con
valores relativamente grandes de N. La Tabla |l| muestra el nimero de enteros diferentes en
®/27, i.e. el nimero de sub-espirales en G, para N = 10 y 1 < u < 7. Note que u no
es necesariamente un entero positivo, de manera que se tiene un continuo en los resultados
reportados en la Tabla

Tabla 1: Nimero de sub-espirales en L, (10°), para 1 <u <7
u 1 2 3 4 5 6 7
sub—espirales | 1 1 2 6 24 256 768

Al incrementar N, el nimero de sub—espirales crece rapidamente siempre y cuando no se haya
alcanzado su nimero méaximo. Por ejemplo, para observar la (sexta y tltima) sub—espiral con
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u = 4 se necesitan menos de N = 5000 aristas en G. En general esta cota superior para
Ly (N) es el méximo nimero entero z tal que ¢; /27 < z. La Figura [§ contiene menos de
768 sub—espirales por estar basada en N; = 5000, no en N; = 10° como se construyé la Tabla
y desde luego hay més de 768 sub-espirales en versiones de G con u = 7 si N > 10°: por
ejemplo con N = 107 observamos empiricamente 810 sub-espirales.

Si u crece, tenemos una mayor complejidad y una convergencia mucho mas lenta pero igual-
mente inexorable hacia una sub—espiral dominante. Con v = 8 y N = 10® observamos 6008
sub-espirales; para v = 9 con N = 10%, 50654. Si N crece, eventualmente la tltima sub-
espiral cubrird totalmente al plano complejo: el monstruo se transforma en un Leviatdan que
se devora a si mismo, la via lactea desaparece en un hoyo negrcﬂ

Sumas exponenciales resultantes en espirales asintéticas

[Paris (2009)] define una nueva clase de sumas parciales exponenciales que siempre alcanzan
una asintota. La forma general depende de tres parametros; usando la notacién de Paris se
define como:

o i —pj
Ay, (0;m) = Sy (p, 60, m; O,oo)—jZ::0 exp { - 10 exp( - )} (5)
donde p,0 y m son cantidades posi-
tivas y m mno es necesariamente un
nimero entero; la suma primada deno- Figura 8: La Via Léctea: L7 (5000)
ta que su primer término se divide por suma exponencial con f = log(x)"7
2. En esta clase, G inicia en el ori-
gen y alcanza necesariamente su asinto-
ta para j suficientemente grande al sa-
lir de la dltima sub-espiral. Su gra-
do de complejidad depende de las com-
binaciones de los tres pardametros de

f.

La Figura [J]ilustra cuatro ejemplos. Los va-
lores de 6 son multiplos de 7: 1500 y 3500,
parap =3y p =4y m = 1000; las graficas
se dibujaron con 5000 puntos. [Paris (2009)]
desarrolla aproximaciones interesantes para
predecir el comportamiento de G en esta cla-
se, pero sus argumentos exceden al enfoque
del presente articulo.

50 quam cito transit gloria mundi (Thomas & Kempis, De Imitatione Christi)
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Figura 9: Cuatro sumas parciales exponenciales asintéticas
asintdtica: theta=4712.4, m=1000, p=3, n=5000asintdtica: theta=10995.6, m=1000, p=3, n=50{

I @

asintética: theta=4712.4, m=1000, p=4, n=500 asintética: theta=10995.6, m=1000, p=4, n=50(
d@ /@M?
T K
K ;

Sumas exponenciales incompletas relativas a fechas

Nuestro ultimo ejemplo de f en la ecuacién se refiere a un modelo descrito por [Angell
(sin fecha)] y que busca expresar G en funcién de fechas, por ejemplo cumpleanos, a partir de
la ecuacion

N .2 3
F(d7m)a;N07N1>ESf<NOaN1): Ze (%‘f‘%‘i‘%) (6)
J=No

Figura 10: Sumas parciales exponenciales definidas por un polinomio cibico con fechas

cumpleafios MCB cumpleafos LCB
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donde d, m, a corresponden a el dia, mes y ano definidos por a lo mas dos digitos para una
fecha particular. Por ejemplo, el 3 de mayo de 1989 se puede representar con d =3, m =5,y
a = 89. Las trazas G resultantes exhiben una variedad enorme: a veces son algo parecido a lo
que un espirdgrafo genera, otras son mas dificiles de caracterizarﬁ y dependen tanto de Ny y
N; como de d,m y a. La Figura [I0] muestra dos ejemplos de estos casos, ambos con Ny = 1
y N7 = 5000.

Le recomendamos al lector a realizar sus propios experimentos tal vez sobreinterpretand(ﬂ
las Gs correspondientes a fechas especiales...

Figura 11: Gustav Klimt (1862-1918) El arbol
de la vida (1905): Museo de Artes Aplicadas,
Viena

Conclusién

Las trazas de sumas parciales exponencia-
les en el plano complejo son objetos intere-
santes y complicados, con una historia fas-
cinante y faciles de programar. Por ejemplo,
una funcién en R, escrita por el autor, que
permite reproducir todas las figuras de este
articulo estd disponible en
https://github.com/MarioCortinaBorja/|
|Sumas-Parciales-Exponenciales.

Finalmente, queremos notar la presen-
cia de espirales tal vez no muy dife-
rentes de las aqui descritas en FEl drbol
de la vida de Gustav KlimtEl que apa-
rece en la Figura [[I} Desde luego, mu-
chas otras obras de arte contienen repre-
sentaciones de espirales e invitamos al lec-
tor a nombrar su favorita en este contex-
to.

El campo del presente articulo es muy es-
trecho: simplemente nos limitamos a mos-
trar clases de gréaficas interesantes que pue-
den programarse facilmente en, por ejemplo,
R. Sin embargo, es un minimo ejemplo de la
idea central en la obra de G. H. Hardy: las
Matemadticas més bellas son [tal vez] aquellas sin aplicaciones précticas [Hardy (1940)].

6Hasta donde sabemos, no se ha intentado un estudio formal de esta clase de G

7Con licencia poética, jnada més!

8By Gustav Klimt - The Yorck Project: 10.000 Meisterwerke der Malerei. DVD-ROM, 2002. ISBN
3936122202. Distributed by DIRECTMEDIA Publishing GmbH., Public Domain,
|wikimedia.org/w/index.php?curid=153464]
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Aterrizando ideas

El algoritmo Gibbs sampler

Jorge Francisco de la Vega Godngora
Profesor del Departamento de Estadistica del ITAM

“All probabilities are conditional on something, and to be useful
they must condition on the right thing.”
Frank Harrell

El Gibbs Sampler (GS), o muestreador de Gibbs como le llamarfamos en espafol, es
uno de los avances en el ambito estadistico mas notables del siglo XX que ha facilitado
un crecimiento exponencial en las aplicaciones précticas, especialmente aquellas que tienen
un enfoque Bayesiano. Las ideas asociadas al GS permiten descomponer problemas muy
complejos en conjuntos de problemas mas pequenos y faciles de resolver. Este algoritmo
es una de las piezas claves que permitié conectar una serie de ideas que resultaron en la
consolidacion de la Estadistica Bayesiana y su aplicacién intensiva en la ciencia actual.

Introduccién

Los métodos de Monte Carlo (MC) estudian la generacién de una muestra de observaciones
61,...0,, provenientes de una funcién de distribucién F'(0) especifica, que puede ser univa-
riada o multivariada. Usualmente tales muestras se utilizan para simular el comportamiento
aleatorio de fenémenos o sistemas complejos y tratar de comprender su funcionamiento bajo
un ambiente controlado y poder realizar inferencias.

En ese contexto se han propuesto una gran variedad de algoritmos y métodos. La primera
generacién de métodos MC, fueron desarrollados por Nicholas Metropolis, Stanislaw Ulam y
John Von Neumann, entre otros, durante los anos 40’s y 50’s. Se basan en generar muestras
independientes de la distribucién de interés, a partir de niimeros uniformes independientes,
0 a través de métodos indirectos, como el método de aceptacién y rechazo, que se asemeja
al lanzamiento de dardos en una regién y ‘aceptando’ los puntos que caen en la region de
interés. Adn cuando estos métodos pueden ser eficientes y faciles de implementar en el caso
univariado, resultan complejos en dimensiones mayores.

Otro conjunto de métodos MC fueron desarrollados por el mismo Metropolis, en conjunto con
el par de matrimonios de cientificos Rosenblueth y Teller, para obtener muestras de la distri-
bucién de interés, pero en donde las observaciones ya no son independientes. Estos métodos
se basan en generar observaciones de una cadena de Markov ergédica cuya distribucién limite
es la distribucién de interés. El algoritmo de Metropolis fue perfeccionado en 1970 por W.
Keith Hastings, quien lo generalizé y le dio la forma final al algoritmo de Metropolis-Hastings
que se reconoce hasta hoy y que se conoce como Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Mas
detalle sobre esta parte de la historia se puede consultar, por ejemplo en [6].
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Aun cuando se ha probado que el GS es un caso particular del algoritmo de Metropolis-
Hastings, aquel tuvo un origen diferente y no fue hasta varios anos después que se ha mos-
trado la conexién entre los dos.

El procesamiento de imagenes y su andlisis es un tema relevante para los militares, la industria
de la automatizacion y el diagndstico médico. Las imagenes borrosas requieren el procesa-
miento de senales, eliminacién de ruido y afinacién para hacerlas reconocibles. A principios de
la década de los 80’s, Ulf Grenader en Brown disenaba modelos matematicos para imagenes
médicas explorando el efecto que un pixel puede tener en unos cuantos de sus vecinos. Los
calculos involucraban facilmente més de un millén de variables desconocidas. Stuart Geman
atendia el seminario de Grenader y junto con su hermano Donald Geman trataban de res-
taurar una fotografia borrosa de una senal en el camino.

Stuart y Donald inventaron una variante MC que fue particularmente adecuada para proble-
mas de restauracién de imagenes. Decidieron nombrar el método por analogia del problema
que estaban resolviendo al de la configuracién de una caja de chocolates. Un regalo popular
para el dia de las madres en esa época era la “Whitman’s sampler” que contenia dentro de
la caja un diagrama que identificaba el relleno oculto de cada chocolate. Como el diagrama
era muy parecido a una matriz de variables ocultas, decidieron llamar al método como el
Gibbs Sampler, ya que en su problema utilizaban la distribucién de Gibbs, en honor al
fisico americano del siglo XIX, Josiah Williard Gibbs.

El propoésito de esta nota es explicar, de manera sencilla e intuitiva, y sin entrar en formalidad
matematica estricta, las ideas fundamentales del algoritmo y mostrar con ejemplos algunas
de sus aplicaciones practicas.

Marco Tedrico

Conceptos y algoritmo

En simples palabras, la idea del GS es que las distribuciones condicionales determinan las
distribuciones marginales. Si () es una densidad conjunta donde € es un vector particionado
en p > 1 subvectores 8 = (61, ...,60,) el problema a resolver es obtener la densidad marginal
para un subconjunto de las variables en el vector 8, digamos 6;:

(8;) — / (8)do_;.

donde 0_; = (61,...,0;,_1,0;41,...,0,). La integral anterior puede ser muy dificil de obtener
(analitica o numéricamente).

El Gibbs Sampler permite generar una muestra 051), . .Ggm) de la distribucién 71 (60;) sin
requerir explicitamente la distribucién 71, a partir de las distribuciones condicionales:

W(aj‘a—j)v ]:Lap
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iterando sobre los p subvectores de la particién del vector 6. En particular, permite obtener
una muestra de la distribucién completa 7(6) a partir de las distribuciones marginales.

Para aterrizar ideas, consideremos el caso bidimensional, (X,Y) ~ =w(z,y). El algoritmo
propone generar una sucesién de parejas (X, Y;) del siguiente modo. Para j =1,2,...,n:

1. Se inicializa X = xg.

2. Genera Y; ~ myx (+|X;-1).

3. Genera X; ~ mx |y (-]Y;)

4. Hacer j:=j5+ 1.

Una representacién grafica del flujo del algoritmo se muestra a continuacién:

X() =X Xl X2
WYW/\
Y, Y,

La sucesién de valores Xy, Yy, X1,Y1,..., Xk, Yr se conoce como sucesiéon de Gibbs. Hay
dos maneras de tomar muestras para 7y : ya sea tomando los valores de la sucesion de Gibbs a
partir de una k grande, lo que daria una muestra de observaciones de mwx no independientes, o
bien, si se generan m sucesiones de Gibbs independientes de longitud k, y tomando las “dlti-
mas” observaciones de esas m sucesiones, suponiendo nuevamente que k es suficientemente
grande.

Para el caso con mas de dos variables, se particiona el vector @ en k componentes 6 =

(01,04,...,0;), y si podemos simular observaciones de m;(0;|0_;), entonces podemos aplicar
el siguiente algoritmo. Para j =1,...,n:
1. Inicializar 8© = (0(10), 0&0), ceey 020)) en un punto relativamente arbitrario.
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2. Obtener Y a partir de U~V generando
07 ~ w(6:05",....60")
05 ~ w(0:677,60971 ... 007"
05 ~ n(6:67,65,....607")

0, ~ morl0Y,65, .. 007"
0 ~ n(6:6Y,05,...,69 )

3. Hacer j := j 4+ 1 y repetir a partir del paso 2 hasta alcanzar n.

Funcionamiento del algoritmo

En su articulo, Stuart y Donald Geman [8] demuestran la convergencia del GS. Sin embargo,
su demostracion es oscura y compleja, utilizando lenguaje no estadistico y haciendo uso de
conceptos de construccién de imédgenes digitales, redes neuronales y sistemas expertos.

La naturaleza Markoviana del GS es mostrada en el siguiente ejemplo de Casella y George [4],
que seguiremos aqui. No pretende ser la prueba del algoritmo sino ilustrar su fundamento a
través de un caso particular.

Consideramos 8 = (X,Y") dos variables Bernoulli con distribucién conjunta dada por
P(X =i|Y =j) =pij con p;; >0, pi1+pi2+pa +pr2 =1

La distribucién marginal de X, por ejemplo, es Bernoulli con pardmetro pa; + pas.

Por otra parte, las distribuciones condicionales se pueden expresar en dos matrices, A, y

Ay|, con los siguientes elementos:
P11 P21 P11 P12
— | pr1tp21 P11+p21 — | p1itpi2 P11+pi2
Ar\y = P12 P22 y Aylr = P21 P22
pi2+p22  piz2+p22 p21+p22  p21+p22

Por ejemplo, P(Y = 1|X = 0), el elemento (1,2) de Ay,:

PY=1,X=0
P =1x =0 =2 =1L ) _ P2
P(X =0) Di1 + P12
Para generar una sucesién de Gibbs, Yy, Xo, Y1, X1,..., Y, Xg, ... las matrices Ay, v Agjy

se pueden considerar como las matrices de transicién dando las probabilidades condicionales
P(Y =i|X = j) y viceversa.
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Si queremos obtener la distribucién marginal de X, nos concentramos s6lo en las observaciones
X’s de la sucesién de Gibbs. Podemos pensar entonces en la cadena de Markov que lleva de
los estados iniciales de X a estados posteriores de X, pasando por los estados de Y, con
matriz de transicién:

Azle = AyleAaly-

Entonces podemos ver que la matriz de transiciéon en k pasos, que nos da las probabilidades
P(Xy = i|Xo = j) es A’;lm. La distribucién marginal de X} se puede escribir como 7, =
(m(0), 7, (1)) v entonces podemos ver que se cumple la siguiente relacién de recurrencia:

k k-1
T = 7TOAz|x = (WoAm‘w )Am|x = kalAm\:p

Si las entradas de A, son positivas y dada cualquier distribucién inicial 7, m; converge a
una tnica distribucién 7 que satisface la condicién de punto fijo ': 7 = 7 A,|.- Entonces, si
la sucesién de Gibbs converge, la 7 que satisface esta recurrencia es la distribucién marginal
de X, m = m,.

Ejemplos y Aplicaciones

GS en modelos jerarquicos

Comenzaremos con una de las aplicaciones mas comunes del GS. Dennis Lindley junto con
uno de sus estudiantes, Adrian F. M. Smith, descompusieron varios problemas complejos en
modelos jerdrquicos, en donde resulta muy facil aplicar el GS ya que se cuenta con las condi-
cionales de manera explicita.

Consideraremos el modelo jerarquico Binomial-Beta:

X0 ~ Bin(n,0)
0 ~ Be(a,b).

En este modelo densidad conjunta de X y 6 se puede escribir como

10 = S0 0) = 10 = (Moo et - g
_ f(X7 9) o N\ pzta—1 _ pyn—z+b—1
fO1X) = ) (x>9 ol — gyn—wtb-l,

Entonces 8| X ~ Be (x + a,n —x + b) (beta y binomial son familias conjugada). Asi que para
generar de la distribucién conjunta (X, ) se puede generar de f(X10) y de f(6|X). También
podemos tener la distribucién marginal de X. Queremos obtener muestras de la distribucién
conjunta de los datos y el pardmetro. En el siguiente cdlculo numérico se considera X6 una
binomial con n = 15, y para obtener § utilizamos a = 3 y b = 7. El siguiente cédigo de R
obtiene una muestra de tamano 5,000 para los pares (X, 0).

1Esto se puede revisar en cualquier libro basico de procesos estocasticos, por ejemplo, [2].
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set.seed(12345)

nsim <- 5000

n <- 15

a<-3; b<-7

Theta <- rbeta(l,a,b)

X <- rbinom(1,n,Thetal[1])

for(i in 2:nsim){
X[i] <- rbinom(1,n,Thetal1])
Theta[i] <- rbeta(1,a+X[i],n-X[i]+b)

}
[ee]
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Figura 1: Simulacién de la distribucién conjunta de (X, 6) y sus distribuciones marginales
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Modelo de Ising

El siguiente ejemplo muestra una aplicacién del GS que utiliza una distribucién de Gibbs
como en el articulo de Geman y Geman [8]. El modelo de Ising fue propuesto como problema
de tesis por Whilhem Lenz a Ernst Ising, su alumno, que lo resolvié en 1925. Es un modelo
matematico de ferromagnetismo en mecanica estadistica, pero que también ha sido usado pa-
ra el procesamiento de imagenes digitales. El modelo de Ising se estudia, entre otras razones,
por sus propiedades de transicién de fase.

En una grafica reticula de n x n como la siguiente de 4 x 4:

A cada vértice v se le asigna un color, por ejemplo blanco con valor +1 o rojo con valor -1.
Una configuracién o = (o,) es una asignacién de colores en los vértices de la reticula. Hay n?
vértices y on” posibles configuraciones. Cada configuracién tiene una energia asociada, dada
por la funcién E(o) = — >, ., 0v0w, donde la relacién ‘~’ es de vecindad (cada vértice tiene
cuatro vecinos: arriba, abajo, izquierda y derecha, excepto en la frontera de la reticula). La
configuracién dada en el ejemplo de arriba tiene energia F(o) = 12.

La distribucién de Gibss es una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de configura-
ciones con un pardmetro 7"

e_E(U)/T
- ZT e—B(T)/T"

El pardmetro T tiene interpretacién fisica de temperatura. En este modelo, si la temperatura
es infinita, la distribucién de Gibbs es uniforme sobre el conjunto de configuraciones. En dos
dimensiones, el sistema entra en un cambio radical de conducta a una temperatura critica de
T = 2.269. Los detalles se pueden ver en [10].

(o)

El GS se puede usar ficilmente para simular este modelo. Dada una configuracién o, un
vértice v se escoge uniformemente al azar. El color en ese sitio se actualiza de la distribucién
condicional de ese vértice dados los otros vértices de la configuracién o.

Si denotamos o_j, a la configuracién sin el vértice k, y 0T a la configuracién con un +1 en
el vértice k' y o~ a la configuraciéon con un —1 en ese vértice, entonces podemos calcular la
probabilidad condicional:
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P(o™ P(ot
Plov=llo) = 5= 5 £ P v

exp{—FE(c")/T}

= S B(e)/T) + oxp{—E(@ )T} @
1
= Treo((Ble) — E@ ))/T) ®)
1

- 1+exp{-2>, ,0i} @)

La tltima igualdad se obtiene notando que en E(o") y E(o ™) se pueden separar los suman-
dos que no son vecinos del vértice k y se cancelan entre si, sobreviviendo sélo los vértices
vecinos de k.

Implementamos el GS tomando un vértice al azar y actualizando cada vértice de acuerdo a
las distribuciones condicionales obtenidas.

g <- 150
valT <- c(Inf,2.267574,1,-1)
final <- 1ist(NULL)

for(v in valT){

nsim <- 100000

M <- matrix(sample(c(-1,1), (g+2)"2,rep=T) ,nrow=g+2)
Mlc(1,g+2), 1 <= 0

M[ ,c(1,g+2)] <= 0

for(m in 1:nsim){

i <- sample(2:(g+1),1)

j <- sample(2:(g+1),1)

E <- M[i,j+1] + M[i,j-1] + M[i-1,j] + M[i+1,j]
p <- 1/(1+exp(-2%E/v))

if (runif (1)<p) M[i,j] <- 1 else M[i,j] <- -1

final[[match(v,valT)]] <- M[2:(g+1),2:(g+1)]

La simulacién del modelo de Ising se realizé generando 100,000 iteraciones en un grid de
150 x 150 para cuatro valores de la temperatura. En este contexto, el espacio de estados de
las configuraciones tiene 222°° elementos. La simulacién pricticamente no toma tiempo de
ejecucién en una laptop y se puede observar como impacta la temperatura en la concentracién
de energia.
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Figura 2: Simulacién del modelo de Ising para un modelo con grid 150%. A: T = oo, B:
2.267574, C: 1, D: —1

Analisis de Punto de Cambio

En este dltimo ejemplo consideramos un proceso Poisson con punto de cambio, esto es, un
punto en el tiempo donde la tasa de eventos cambia:

Put) 0<t<k
Xt ~ .
PAt) t>k
Dada una muestra de n observaciones del proceso anterior, el problema consiste en estimar
w, Ay k. Este es un proceso muy comun y que ha sido ampliamente estudiado. Hay varias
opciones de especificacién de modelos Bayesianos para resolverlo. Una aplicacién concreta del
problema anterior se relaciona con los datos publicados en el articulo de Jarret [9]. Los datos
corresponden a las fechas de 191 explosiones en minas de carbén que resultaron en més de 10
fatalidades desde marzo 15, 1851 hasta marzo 22, 1962. Los datos se encuentran en coal, en
el paquete boot de R.

Los datos muestran un cambio en el nimero promedio de desastres por ano alrededor de 1900.
Los ntumeros anuales de accidentes se muestran a continuacion:
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Figura 3: Frecuencia de accidentes fatales en minas de carbén entre 15/03/1851 y 22/03,/1962.
y
[11 45410434063340263354531441553425223
[36] 42132211113001011003103220111010100
[711 02100011023311211112330001400010000
(1061 0100101

Modelamos estos datos de la siguiente manera. Definimos Y; como el niimero de desastres en
el afio ¢ (1851=1). Entonces, si k es el aio punto de cambio,

Yi~P(p),

i=1,...k,
i=k+1,...,n
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Hay n = 112 observaciones terminando en el ano 1962. El pardmetro es 8 = (k,u, \). Se
requiere estimar como distribucién objetivo la posterior 7(k, 1, A|y), y en particular, la dis-
tribucién posterior de k, 7(kly, w, A).

Se puede construir un modelo Bayesiano con las siguientes distribuciones iniciales indepen-
dientes:

k ~ U{l,2,...,n},

noo~ g (ala bl) )

A~ Gl(az, by)
donde ay, as, b1 y by son hiperparametros que se pueden fijar o bien, se pueden considerar
a su vez aleatorios. Sean Sj = Zle Y; el total de eventos hasta el aflo k y S, = S, — Sk
el total de eventos entre el ano k + 1 y el ano n. Para aplicar GS, se necesita especificar

las distribuciones condicionales posteriores. Las densidades condicionales para k, u y A estan
dadas por:

wly,k ~ G(ay + Sk, k+b1)

Nyk ~ G (az+Spn—k+b)
L(Y |k, 1, \)

> i1 LY 15, 1, \)

Ely, p, A

donde L es la funcién de verosimilitud

S
L(Y|k, p, \) = k=1 (%) "

A continuacién se muestra el c6digo en R para llevar a cabo la simulacién.

n <- length(y)

m <- 2000

mu <- lambda <- k <- numeric(m)
L <- numeric(n)

k[1] <- sample(l:n,1)

mu[1] <- 1

lambda[1] <- 1

bl <- b2 <- 1

al <- a2 <- 2

for (i in 2:m){
mul[i] <- rgamma(l, shape = al + sum(y[1:k[i-1]]), rate = k[i-1] + bl)
lambda[i] <- rgamma(l, shape = a2 + sum(y)-sum(y[1:k[i-1]]),
rate= n - k[i-1] + b2)
for(j in 1:n){
L[j] <- exp((lambdalil-mu[i])*j) * (mul[i]/lambda[il) ~sum(y[1:j])

L <- L/sum(L)
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k[i] <- sample(l:n,prob=L,size=1)

}

La Figura 4 muestra las graficas de las trazas de las cadenas para los tres parametros mues-
treados, y la Figura 5 muestra histogramas de las densidades marginales obtenidas.
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Figura 4: Trazas de las cadenas generadas por GS para los tres parametros considerados: p,
Ay k

Entonces el punto de cambio estéd alrededor de k= 40, que corresponde al ano 1851 + 40 =
1891. De 1851 a 1890 la media Poisson es alrededor de fi ~ 3.1 y del ano 1891 hacia adelante
la media es \ &~ 0.93.
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b <- 500

par (mfrow=c(1,3))

labell <- paste("mu=",round(mean(mulb:m]),1))

label2 <- paste("lambda=", round(mean(lambda[b:m]),1))

hist(mu[b:m], main="", xlab=labell, prob=TRUE)
hist(lambda[b:m], main="", xlab=label2, prob=TRUE)
hist(k[b:m], breaks = min(k[b:m]):max(k[b:m]), prob=TRUE, main="", xlab = "Punto de cambio k")
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Figura 5: Histogramas de las distribuciones marginales para los tres parametros estimados

Conclusiones

El Gibbs sampler es una herramienta poderosa de simulacién que ha tenido un impacto
significativo en la investigacién cientifica en general, permitiendo que una gran variedad de
planteamientos bayesianos puedan resolverse computacionalmente y junto con el algoritmo
de Metropolis-Hastings, cambiaron por completo el paradigma estadistico para resolver pro-
blemas.

Hay varios aspectos relevantes que deben ser estudiados con mas detalle. Por ejemplo, ;por
cuanto tiempo es necesario simular la cadena para considerar que las observaciones ya estan
lo suficientemente cerca a la distribucién objetivo? De acuerdo a Charles Geyer [11], fuerte
contribuidor a la teoria de MCMC, no se requiere esperar, o en otras palabras, lo que se
conoce como el periodo de burn-in es innecesario.
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En esta nota se hablé poco de las herramientas computacionales y todos los ejemplos se hi-
cieron en R. Sin embargo, existen muchas otros programas que se han realizado ex-profeso
para el cdlculo del GS, entre ellas se encuentran BUGS (Bayesian Analysis Using the Gibbs
Sampler), desarrollado por David Spiegelhalter en Cambridge desde 1989 y liberado en 1991.
De aqui se deriva OpenBUGS que tiene una interface a R. También se cuenta con JAGS (Just
Another Gibbs Sampler) y con Stan, que tiene soporte para varios lenguajes de programacién.

Esta y otras herramientas computacionales importantes son cubiertas en cursos académicos
como Estadistica Computacional, Simulaciéon Estocastica, Métodos computacionales Baye-
sianos, entre otras posibilidades. Estas herramientas deberian formar parte del herramental
cotidiano de todos los estadistic@s y los ahora llamados cientific@s de datos.
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Diseno Bayesiano de experimentos

Gian Carlo Diluvi
Ezalumno de Matemdticas Aplicadas del ITAM

To consult the statistician after an experiment is finished is often merely to ask him to
conduct a post-mortem examination. He can perhaps say what the experiment died of.
-Ronald Fisher

Introduccién

El diseno de experimentos se refiere a la seleccién de todos los aspectos relevantes de un
experimento, y se realiza antes de la recoleccién de los datos (la cual generalmente estd restrin-
gida por los recursos disponibles). Estos aspectos son, principalmente, cudntas observaciones
del experimento se pueden realizar, qué variables independientes se medirdn, a qué niveles (si
son factores, por ejemplo), cudntas observaciones hacer por cada variable y nivel, as{ como
qué tipo de modelo se planteara, entre muchos otros. Ademads, se debe especificar un criterio
de optimalidad del experimento. La importancia del diseno experimental recae en la eficiencia
ante restricciones de recursos, ya que permite extraer la mayor cantidad de informacién de
calidad utilizando los recursos disponibles.

El diseno de experimentos ha pasado por varias etapas, comenzando con el trabajo de Ronald
Fisher [8] en las primeras décadas del Siglo XX. Hoy en dia las técnicas del disefio experimen-
tal han sido estudiadas y desarrolladas por un sinfin de personajes. Mas aun, las aplicaciones
del diseno de experimentos han evolucionado, superando por mucho sus origenes agricultu-
rales (las aplicaciones discutidas por Fisher). Practicamente todas las dreas cientificas y de
ingenierfa han realizado experimentos disenados estadisticamente.

En cuanto al enfoque Bayesiano para el diseno de experimentos, es importante destacar que
éste en general ha tenido un desarrollo mucho mas lento que el de la contraparte clasica. Esto
se debe principalmente a la complejidad matematica que ocurre en el paradigma Bayesiano;
hasta hace un par de anos, las soluciones que se buscaban eran analiticas y, por lo tanto, esca-
sas. Si bien con el descubrimiento de los diversos métodos computacionales esto ha mejorado,
también es cierto que el avance ha sido menor que el de otras dreas de la Estadistica Bayesiana.

El propésito de este articulo es plantear el problema de disefio de experimentos como uno
de decisién, para asi resolverlo (a nivel tedrico) desde un enfoque Bayesiano (ver [6]). En
particular, se pensara que el modelo a utilizar para modelar los datos es un modelo lineal
generalizado [7, 12]. También se revisara el método ACE de Overstall y Woods [15, 16], uno
de los algoritmos maés recientes para encontrar disenos 6ptimos Bayesianos. Finalmente, se
implementard este algoritmo para encontrar un disefio éptimo de un ejemplo tomado de [21].
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Si se desea ahondar en alguno de los temas presentados, se recomienda ampliamente al lector
revisar Montgomery [13] para un panorama general del tema y Chaloner y Verdinelli [5] para
una version Bayesiana, asi como la bibliografia ahi citada.

Diseno Bayesiano de experimentos

Ya que el diseno de experimentos se realiza antes de recopilar los datos, éste se puede
considerar por lo menos implicitamente Bayesiano. [5], siguiendo la idea de [11, pp. 20-21],
presentan un enfoque del diseno experimental basado en la Teoria de la Decision.

Supongamos que nuestro experimento involucra p variables y que el tamano de muestra per-
mitido es de n observaciones. La i-ésima observacion serd y;, la cual sera generada por los
valores z; = (z;1, T2, ..., Tip)] € X C RP de las covariables. Un disefio = {z1,...,2,} € H
se refiere a la coleccion de todos los valores que toman todas las covariables. La matriz de
diseno de un experimento 7 se define como X = (x;;), donde ¢ indexa las observaciones y j las
variables. Dicho disefio ocasionara que se observen los datos y = (y1,...,yn)?T € V. Ademés
se supondra que y tiene funcién de probabilidad generalizada p(y|6), donde el pardmetro*
0 € O tiene distribucién inicial p(#). Se supondréd que y es una observacién de una variable
aleatoria Y perteneciente a la familia exponencial de distribuciones.

Por otro lado, se considerard una funcién de pérdida I(n,y, ). Es de suma importancia que
ésta refleje adecuadamente los objetivos del experimento (e.g. obtener la mejor prediccién o
minimizar la varianza de los estimadores). Asi pues, juntando todo lo anterior tenemos que
la pérdida esperada de un diseno cualquiera n € H es

E[l(n,y,0 // n,9,0) p(0]y,n) p(y|n) do dy.

Como p(@|y,n) p(y|n) = p(0,y]|n), el disefio éptimo n* es entonces

—argmm// (0.6 p(6,y | ) do dy. (1)

neH

En principio esa es la solucién del problema de diseno de experimentos. Sin embargo, hay
algunas observaciones que realizar. En primer lugar, la eleccién de la funcién de pérdida o
utilidad es un tema sumamente delicado. No hay un consenso sobre una eleccién idénea, aun-
que en la literatura existen diversos articulos dedicados a discutir las opciones més populares;
se ahondard en este tema mas adelante.

Por otro lado, hay que resaltar de nuevo la complejidad computacional en el célculo de la
pérdida esperada (1). Como Woods et al. mencionan en [21], existen algunos problemas que
se presentan en la practica:

1Puede ser un pardmetro de varias dimensiones.
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a) La evaluacién de [ puede ser sumamente complicada, ya que puede depender de la
distribucién final de #; en muchas ocasiones solo es posible obtener valores de ésta
numéricamente, e incluso en ese caso hacerlo no es trivial.

b) Las integrales en (1) tienden a ser de dimensién alta (la dimensién del pardmetro més el
numero de observaciones), por lo que su cdlculo se debe realizar con métodos numéricos
ingeniosos y que logren sobrepasar la maldicién de la dimensién.?

Funciones de pérdida

Hay una gran variedad de funciones de pérdida que se utilizan comtinmente para problemas
de diserio experimental (ver [5, Capitulos 2.2-2.5]). Para propdsitos de este articulo se utilizard

Ip(n,y,0) = log (p(lﬂlyn)> . (2)

0= [ [ o8 (srr ) o6-vlm do. Q

Dicha funcién corresponde a la informacién esperada de Shannon de la distribucién final de
f, y minimizarla es equivalente a maximizar la distancia esperada de Kullback-Leibler entre
las distribuciones inicial y final [5, p. 5]. Un disefio éptimo bajo dicha funcién de pérdida
se conoce como D-6ptimo; en general, dicha funcién da lugar a la D-optimalidad Bayesiana.
El nombre se debe a la similitud con la contraparte cldsica, la cual también cuenta con su
propia D-optimalidad. En ese caso el criterio de optimalidad es minimizar el determinante
de la matriz de informacién de Fisher del modelo. Chaloner y Verdinelli [5] argumentan que
la D-optimalidad Bayesiana es equivalente a minimizar el determinante de la matriz de in-
formacién de Fisher del modelo, més la matriz de precisién inicial de 6.

Generalmente se define

Método ACE

Si bien la teoria detras del diseno Bayesiano de experimentos ha sido estudiada desde hace
varias décadas, el desarrollo de métodos computacionales eficientes que permitan encontrar
disenos que minimicen (1) ha avanzado poco, por lo menos hasta afios recientes. Por lo general
se conocian soluciones a casos con caracteristicas particulares. Sin embargo, en los tltimos
anos se ha logrado abordar, por lo menos en parte, este problema.

Overstall y Woods proponen en [15] su método de intercambio aprozimado de coordenadas
(ACE por sus siglas en inglés), que logra encontrar disenos 6ptimos para una gran variedad

2En el contexto de estimar integrales, la maldicién de la dimensién se refiere a que, conforme aumenta la
dimensién, el trabajo computacional incrementa exponencialmente.
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de problemas de disenio experimental. Ademads, tiene la ventaja de no remontarse a estima-
ciones asintoticas de la distribuciéon final o de la funcién de pérdida. La idea general es que
el usuario ingrese un diseno inicial, cuyas entradas seran recorridas una por una, decidiendo
en cada iteracion si la entrada en cuestién debe o no ser cambiada (y por qué otra cantidad).
El Cédigo 1 muestra los pasos bésicos del método ACE, y fue tomado de [21]. Para mayor
detalle acerca de los pasos intermedios, se recomienda revisar [15, 21]

La convergencia del método se determina en el mismo espiritu que el utilizado para los méto-
dos MCMC. En particular, se utilizan analisis graficos que comparan el nimero de iteracién
con alguna aproximaciéon a la utilidad esperada del diseno en cuestién. Dicha aproximacion
generalmente se logra mediante métodos de Monte Carlo; por ejemplo, siguiendo la notacién
de la seccién anterior, se puede estimar

N
¥ = [, [ 10w OO liwdy on &S i0) (W

donde (y,0) ~ p(0,y|n) y N es grande (usualmente alrededor de 20,000). Para generar el
vector (y, 0) se aprovecha el hecho de que p(6,y|n) = p(y|0,n)p(6 |n), y ambas distribuciones
son totalmente conocidas.

1 Input : Disefio inicial 7 = (7;;) de tamafio n X p.
2 Enteros positivos Q y

3 Output: Disefio $-6ptimo

4

5 repeat{ # Hasta convergencia

6 for(i in 1:n)

7 for(j in 1:p)

8 Genera un disefio de relleno unidimensional
9 ‘ Cij = {r}],,rg} en X; CR

10 for(k in 1:Q)

11 Evalia i'”(mf] |m) mediante aproximacién de Monte Carlo con una muestra de tamafio
12 end

13 Construye un emulador unidimensional &(z)
14 Encuentra & = argminmer ()

15 Encuentra p = p(n,£) utilizando el Cédigo 2
16 Define 7;; =% con probabilidad p

17 end

18 end

19 | 3

Cdédigo 1: Método de intercambio aproximado de coordenadas (ACE), propuesto por [15].

‘ Input : Disefio actual n = (1)
Coordenada propuesta &
‘ Entero positivo B
Output: Probabilidad posterior p de que ®;;(2|n) < &(n)
\

Define 7, como el disefio obtenido al reemplazar la ij-ésima entrada de 7n con &
for(k in 1:B)

U WO N
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8 Genera éNp(G)

9 Genera y1 ~p(y|60,mp) y y2 ~p(y|6:m) _

10 Define Liy =1(np,y1,0) vy Lax =1(n,y2,0)

11 end

12 Supén que Lip ~ N (b1 +ba,a) y Lok ~ N(b1,a)

13 Considerando Ljr y Lok como si fueran datos, calcula la probabilidad posterior p de
que by <0

Cédigo 2: Algoritmo de aceptacién/rechazo utilizado para encontrar la probabilidad de
aceptacién de la linea 15 del Cédigo 1, tomado de [21].

Algo que se debe de notar es la enorme cantidad de argumentos iniciales que recibe dicho
método (1, B, @, B, la funcién de pérdida, las distribuciones iniciales de los pardmetros des-
conocidos). Ello habla de que no solo el método es sofisticado en si, sino que implementarlo
también lo es. Esto habla del dificil acceso a algoritmos de punta que permitan encontrar
disenos éptimos con mayor flexibilidad.

Diseno para modelo de regresion logistica

La distribucion binomial se utiliza para describir el comportamiento de respuestas binarias,
es decir, que solo tomen dos valores: 0 (fracaso) y 1 (éxito). Debido a la gran variedad de
fenémenos que satisfacen esta caracteristica, dicha distribucién ha sido altamente estudiada.
La familia de modelos lineales generalizados que utilizan una respuesta binaria son de especial
interés. En particular, el modelo de regresién logistica, derivado de utilizar la funcién logit
como liga, es muy utilizado en la préactica por las propiedades estadisticas inherentes a utilizar
la liga canoénica.

Woods et al. [20] encuentran el disenio éptimo para un ejemplo industrial. En particular, una
empresa de tecnologia alimentaria queria empaquetar papas en un ambiente de atmdsfera
protectora, con el objetivo de incrementar la vida 1til de éstas. El experimento estudiaba el
efecto de tres covariables—concentracién de vitaminas en el sumergimiento de pre-empacado
y los niveles de dos gases en la atmdsfera protectora—en diversas variables binarias, entre las
que se encuentra la presencia o no de liquido en el paquete después de 7 dias. El experimento
consta de 16 corridas.

En [21], los autores retoman el ejemplo del empaquetado de papas. Para ello, suponen que
la relacién que existe entre la respuesta y las covariables se puede describir mediante un
modelo de regresién logistica. Sea Y; ~ Bernoulli(m(x;)) la respuesta de la i-ésima corrida del
experimento con valores z; = (1, Ti2, 743)7 de las covariables, i = 1,2,...,16. El predictor
lineal 7 sera una funcién que incluye términos cruzados de primer orden, asi como términos
cuadraticos, en las variables, ademaés de los términos lineales, es decir,

3 3 3
ni = Po+ Z Bjwij + Z Zﬁikwiﬂm (5)
=1 =1 k=j

Aqui, By, ..., B3, B11, B12, ---, B33 son los coeficientes (desconocidos) a ser estimados después de
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la recoleccion de los datos. De esta forma, el modelo es

1

o) = e

o, alternativamente,

3 3
log(li(ﬂx(?ﬂ» ﬁo+]z;ﬁm] Z::kzzj kT Tk (7)

Con el propdsito de ilustrar el funcionamiento del método, los autores asumen distribuciones
iniciales uniformes para los pardmetros del modelo; en particular,

/81a52 ~ u(2?6)7 60a/8375jk ~ u(_272) para j7k = 1a273' (8)

Ademds, el espacio de valores que pueden tomar las covariables considerado por los autores
es X = [—1.2872,1.2872] x [-1.2872,1.2872] x [-1.2872,1.2872], abreviado [—1.2872,1.2872]3.

Se replicaron los resultados obtenidos por los autores utilizando el método previamente men-
cionado, asi como los pardmetros que proponen Woods et al.? Estos son B = 1,000 y @ = 10
en el método ACE (Cédigo 1) y B = 20,000 en el algoritmo de aceptacién y rechazo (Cédigo
2). Se encontré el disefio D-6ptimo Bayesiano para 16 corridas, es decir, aquel que minimiza
la ecuacién (3).

La Figura 1 muestra las proyecciones en dos dimensiones de las variables, asi como la proyec-
cién en una dimensién en forma de densidad. Para corroborar la convergencia del algoritmo,
la Figura 2 muestra una aproximacién a la pérdida esperada del diseno en cuestiéon para cada
una de las iteraciones de éste. Es inmediato observar que la pérdida esperada es practicamente
igual para las ultimas iteraciones, lo que indica que, en efecto, el método convergié.
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Figura 1: Se muestran proyecciones en una y dos dimensiones de las tres variables del modelo
de regresién logistica (7), asi como su correlacién.

3Esto se llevé a cabo en el lenguaje de programacién R y utilizando el paquete acebayes [16] escrito por
los mismos autores.
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o =5 so s 160 1z
rOrmero de iteracion

0

Figura 2: Para la regresién logistica, se muestran aproximaciones a la utilidad esperada de
los disenos en cada iteracién del algoritmo para corroborar convergencia.

Comentarios finales

La importancia del disenio de experimentos radica en que éste permite que la recoleccién de
datos se realice acorde a algin criterio de optimalidad, el cual debe reflejar el objetivo final
del estudio en cuestién. Esto eleva la calidad de cualquier anélisis inferencial hecho con base
en los datos, pues garantiza la validez de la multiplicidad de supuestos necesarios.

El problema de disenio experimental se puede plantear, de manera natural, como un problema
de decisién. Sin embargo, inmediatamente aparecen complicaciones en la formulacién; en par-
ticular, en la mayoria de los casos no existen soluciones analiticas. Mas atn, dichas soluciones
son dificiles de encontrar incluso mediante métodos computacionales.

El método ACE es uno de los algoritmos més recientes para encontrar disefios éptimos [15],
y es particularmente util en el marco de modelos lineales generalizados y criterios de optima-
lidad Bayesiana populares, como se mostro en el ejemplo de regresion logistica en este articulo.

Futuras investigaciones pueden estar enfocadas a encontrar nuevos métodos que faciliten la
resolucién de este tipo de problemas, es decir, cuya implementacién sea mas accesible y, a la
vez, se puedan utilizar para disenos con un nimero alto de corridas y funciones de pérdida
més generales.
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Métodos de Galerkin discontinuos para leyes de conser-
vacién hiperbdlicas!

Mariana Harris
Estudiante de Matemdticas Aplicadas del ITAM

Introduccién

Las leyes de conservacién hiperbdlicas son un tipo de ecuaciones diferenciales parciales
que son usadas para modelar ondas que se propagan a una velocidad finita. Por ejemplo, las
leyes de conservacién son importantes en la mecanica de fluidos y en la dinamica de gases;
sin embargo, es muy dificil encontrar soluciones analiticas para estas ecuaciones; por esto, el
estudio y desarrollo de métodos numéricos para resolverlas es de sumo interés.

Una clase de métodos que son usados para resolver las leyes de conservacion hiperbdlicas son
los métodos de Galerkin discontinuos (DG), propuestos por primera vez por Reed y Hill [5] en
1973 como solucién numérica de la ecuacién del transporte del neutrén. Desde entonces, se ha
dado una gran variedad de investigacion que ha permitido el desarrollo de nuevos métodos DG.

El presente trabajo busca introducir al lector a los métodos DG, explicando algunas for-
mulaciones usadas hasta ahora; como el método DG con discretizacién Runge-Kutta en el
tiempo[6] (RKDG), los métodos implicitos DG en el tiempo y espacio [4] y el método DG
Lax Wendroff local (LW) [2].

Leyes de Conservacién
Una ley de conservacién, en una dimensién espacial, es una ecuacién de la forma

dénde t € R es el tiempo, x € R es la coordenada espacial uni-dimensional, q(t,z) : RT xR
R™ es el vector de n variables conservadas (por ejemplo masa y energia) y f(q(t,z)) : R" — R"
es la funcion del flujo.

IEste articulo es producto del programa de investigacién de verano (REU Iowa State University 2017) NSF
Grant DMS-1457443. Asesores: Dr. James Rossmanith, Caleb Logemann. Colaboradores: Ian Pelakh, Camille
Felton, Stephan Nelson y Mariana Harris
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Una caracteristica de las ecuaciones del tipo (1) es que la cantidad total de ¢(¢,z) en un
intervalo [a, b] sélo puede ser modificada mediante el flujo por la frontera x = a y « = b.
Matemadticamente, por el Teorema Fundamental del Célculo (TFC) se tiene

b
G [ atta)de = r(atta)) - flate.b). e

Figura 1: Ley de Conservacién en intervalo [a, b]

Notemos que en = = a se tiene un flujo positivo, lo que corresponde a un aumento en ¢(t, x),
mientras que en x = b el flujo apunta hacia afuera del intervalo; por esto, el flujo es negativo,
lo que corresponde a un decremento en la cantidad de g(t, z).

Leyes de Conservaciéon Hiperbdlicas

Definicién 1. Una ley de conservacion lineal ( g + Aq, = 0) es hiperbdlica si la matriz A
es diagonalizable con eigenvalores reales.

Algunos ejemplos son la ecuacién del transporte u; + vu, = 0 y la ecuacién de la onda
2 _
Upp — C Uzy = 0.

Definicién 2. Una ley de conservacién no lineal (q; + f(q)x = 0) es hiperbdlica si la matriz
jacobiana del flujo,

0
Ag) = —
(@) =51 @.
es diagonalizable con eigenvalores reales.

Ejemplos de leyes de conservacion hiperbdlicas no lineales son las ecuaciones de aguas someras
v las ecuaciones de Euler compresibles.

Métodos de Galerkin discontinuos

Como ya se mencioné en la introduccién, los métodos DG son métodos numéricos que
se utilizan para resolver leyes de conservacién hiperbdlicas. Dado un problema de valores
iniciales para un sistema de esta clase:

@+ f(@)z =0, x€lab], q(z,0)=qo(z), (3)
dividimos el dominio [a, b] en un nimero finito de celdas, dénde la celda i estd dada por
Ax Ax
Ti= v — — o+ —
T 5 x; + 5
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con centro en x; = a + (z — 5) Definimos un paso en el espacio como Ax = *a , donde N es
el nimero de celdas, y un paso en el tiempo como At, con t"t! = ¢ + At.

Ax
‘ Ti 1 ‘ T; ‘ Tit1 ‘
Ti—1 z; Ti41

Figura 2: Discretizacién en el espacio

Procedemos integrando en el tiempo y espacio sobre una celda

t"+AL +4z
Agc/ / lq¢ + f(q)e) dx dt = 0.

1 4
Luego, definiendo Q7 := — fT i+ z ,x)dr y FTH_2 = A ttn A fla(t,z;_1))dt, obte-
nemos una expresion para actuahzar en el tiempo,
At n41 _1
= - i (R R @

<z . 9. , . . . nti
La expresion (4) nos indica cémo actualizar Q™; sin embargo, no es posible obtener F. 2, ya
) b Zij b

que no conocemos la solucién exacta para g(x, t). Por esto, procedemos a aproximar la solucién
en cada celda con un polinomio de grado M que no tiene que ser continuo de una celda a otra.

La solucién aproximada en una celda 7; estd dada por la expresion

i (k) (),

donde ¢ es una base ortogonal, por ejemplo los polinomios de Legendre.

1—1 1 1+1

Figura 3: Aproximacién usando polinomios discontinuos entre celdas.
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Discretizaciéon DG en el espacio

Una primera estrategia podria ser utilizar la discretizacion en el espacio propuesta por el
método DG, y posteriormente proceder con un método para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias como, por ejemplo, un método Runge Kutta (RKDG).

En este caso empezamos con un cambio de variable al escribir x en términos de £ tal que
T =x; + %f, asi se escribe ¢, + f(q)z = 0 como q; + == f(q)e = 0. Después multiplicamos

por la funcién prueba ¢
1t 1t
- (k) il (k) _
2/_1¢ qt+Az/_1¢ f(@)e

e integramos por partes en &,
/ o) gudt —/ o Fla)de + 5 [0V Fy — oD (-1)F_,] =0,

Sustituyendo ¢ con la aproximacién ¢~*(t, )

=M, QW (£)6™)(€) obtenemos,

% — (/ ¢(k)f Aw )de — (d)k() Z+1+(¢k( 1) l;)>7 (5)

dénde F; o 1 representa el flujo numérico y [ _11 rj)ék) f(gA%)d¢ puede ser resuelto numéricamen-
te.

De esta manera se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (5) de la forma
%Q = L£(Q) en el que se puede usar un método numérico explicito como, por ejemplo,
Runge-Kutta.

Discretizaciéon DG en el tiempo y el espacio

Otra forma de proceder podria ser usando una discretizacion DG en el espacio y en el
tiempo. En este caso se tiene un método implicito en dénde la solucién aproximada ahora
estd dada por

M(M+1)/2

o= 2 Qe
* £=1

qu

Tal que ¥(7,€) es una base ortonormal.
Al tomar £ = Z(z —a;), y 7 = 2 (t—1t;). Escribimos (3) en términos de £ y 7 para
obtener,

A
ar+ 1S (@e = 0. (6)

Luego multiplicamos (6) por la funcién prueba 1, integramos en el tiempo, el espacio y

normalizamos
/ / Yardédr + -~ / O F(q)ededr = 0.
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Luego, integrando por partes obtenemos

_u,]/ (/" bragdr - 5 L/‘ i f(q)dedr
1

+;/1wv—1a< —1,6) — (e = 1, €qlr = 1, €))de

P(r, € = D) Fip 1 (1) (1,6 = 1) F;

donde

(1 =1,€) = lim 7 (T,x)Tin% y ¢(r=-1¢) = lim q>" (T, x)Tin_%-
El problema con ésta formulacién es que, a pesar de que se tiene la estabilidad incondicional
de los métodos implicitos, para obtener la solucién aproximada se necesita resolver un sis-
tema de ecuaciones de tamano N x % donde N es el nimero de celdas y M el orden
de los polinomios base. Este sistema es muy grande; por esto, resolverlo implica un costo
computacional muy alto.

Lax-Wendroff DG Local

. ~ M(M+1 . .
Para no enfrentarnos al sistema de tamano N x % mencionado anteriormente,

podemos usar el método de Lax-Wendroff DG local, este consiste en dos pasos: un paso
predictor y otro corrector.

Paso predictor

En este paso se trata a cada celda como independiente de las celdas vecinas, de tal forma
que no hay interaccién entre ellas. Se procede entonces discretizando en el tiempo y espacio
usando el método implicito descrito en el apartado anterior, nada méas que ahora se tienen

. . . - M(M+1)
que resolver N sistemas independientes de tamano —=—.
Multiplicamos (6) por la funcién 1 e integramos en el tiempo y espacio:

Lt At
4 /4 /,1 v <QT T Axf(q)f) dédr = 0.

Para desacoplar las celdas integramos por partes en 7 y luego integramos de regreso. Durante
este ultimo paso se tiene que aproximar a través del interior de la celda, esto genera una
discontinuidad de salto.

M(M+1) M(M+1)
2

1 1 2 At
(£) ,(0) = @) (0

- (=1 ¢
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" /11 ¥(=1.9) (‘JH@ - QT(é‘)Q?) d¢ = 0.

Discontinuidad de salto

De lo anterior se obtiene un sistema de ecuaciones de la forma:
AW = B(Q)

en el caso lineal y

AW)W = B(Q)

en el caso no lineal. Resolvemos para W por cada celda y asi obtenemos una primera solucién.

Paso corrector

La solucion W que se obtiene en el paso predictor no es una solucién correcta, ya que
cada celda es independiente del resto del dominio. Para corregir esto agregamos el flujo de
las celdas adyacentes, al utilizar un esquema del tipo Lax-Wendroff [4].

Qi =gy B[ / o0 papac
: S 20z ) ) ¢ 1 g

At 1 !
_ (k') — o1 (T)dT — (k) = — - 14T |.
2AwU P(E=1)Fipi(r)d [1¢ (€ 1) Fi_1d

-1

Dénde F; 1es el flujo numérico que tiene que cumplir con las condiciones de consistencia y

conservacion. Finalmente, obtenemos una solucién numérica Q?H para nuestro sistema de
conservacién (3).

Comentarios finales

Los métodos DG han resultado ser muy utiles en la practica para resolver leyes de
conservacion hiperbdlicas. Una de las ventajas de éstos métodos es que para soluciones su-
ficientemente suaves el orden del método aumenta al subir el grado de los polinomios de la
base; por esto se pueden obtener muy buenas aproximaciones.

Un problema frecuente en la préctica es que, muchas veces, para condiciones iniciales conti-
nuas, las leyes de conservacién hiperbdlicas generan choques (soluciones con discontinuida-
des). Estas discontinuidades, como consecuencia, pueden generar oscilaciones numéricas en el
método; por esto, hay que tener cuidado con este tipo de problemas. Es comtun usar funciones
limitadoras para suavizar las oscilaciones generadas por las discontinuidades y de esta forma
obtener buenas aproximaciones que ademas sean fisicamente plausibles.
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Métodos para validacién de modelos de Valor en Riesgo

Samuel Ramos Pérez
Estudiante de Actuaria del ITAM

Introduccién

En finanzas existen distintos modelos para la medicién del riesgo, uno de ellos es el modelo del
Valor en Riesgo (VaR) que, en breves términos es una prueba para estimar la pérdida méxima
esperada, para el k-ésimo cuantil, de la distribucién de las pérdidas y ganancias de la empresa.
Es decir, para un nivel de confianza se calcula la regién de rechazo que nos dard la marca a
mercado (Mark to Market) que deberfa estar por encima o por debajo de la pérdida que se
espera tener en un intervalo de tiempo, normalmente un dia. Antes de continuar mencionaré
que, aunque cuantitavamente el modelo estima las pérdidas, los modelos para la validacion
utilizan ambas colas de la distribucién de ganancias y pérdidas, es decir, se hace un célculo
para pérdidas y “pérdidas negativas” (ganancias), lo que nos llevard a considerar pruebas de
dos colas, asi, en este articulo las pérdidas se tomaran tanto positivas como negativas, al final
se justificard esta decisién.

La metodologia da como resultado un monto para el cual al final del dia se espera tener una
pérdida (o ganancia) no mayor (o menor) a ésta, dado un nivel de confianza fijado por la
empresa o quien esté realizando el modelo. Ahora, el problema de inferencia estadistica de
estimacién por regiones nos dice que, para cierto nivel de confianza, por ejemplo .99, en cien
observaciones, tendriamos a lo mas una que no estima el pardmetro que deseamos conocer,
en este caso, en uno de cien dias la pérdida sobrepasaria el limite estimado.

Por otro lado, en el sentido del articulo y en uso de la teoria de toma de desiciones, existen
métodos para la validacién de estos modelos de medicién del riesgo que llevan por nombre
Backtesting. Estos sirven para validar los modelos que una empresa tenga del valor en riesgo;
el Backtesting se ocupa de realizar un andlisis retrospectivo de los datos, basicamente, se
analizan las observaciones del VaR (pérdida esperada) y la pérdida real; entonces una obser-
vacion se anade si sobrepasé la estimacién proporcionada por el resultado del VaR.

A continuacién se presenta un método de Backtesting que posteriormente sera modificado
para refinacion.

Backtesting por el método de Kupiec

Este método toma como principal variable el tiempo en el que sucede una observacién (ex-
cepcién del VaR) proponiendo el siguiente estadistico:

Ly = —2mip(1 =) 2m[() (1)

v v
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donde v es el tiempo en dias entre que se empieza a contar y la excedencia del VaR, p es la
probabilidad de que suceda una observacién en nuestros datos y LR, representa el negativo
del doble logaritmo del cociente de verosimilitudes generalizado bajo la H, (hipétesis nula)
del VaR, este estadistico se distribuye como una variable aleatoria Ji-Cuadrada con un grado
de libertad.

Podemos modificar este estadistico para definir uno que considere maés tiempos de ocurrencia
y que al mismo tiempo pruebe la independencia de cada evento, pues Kupiec solo se concentra
en la primera excedencia. Asi definimos:

) 1 1yvi—1
LRy, = —2Infp(1 — p)"~1] + QZnK—) (1 - 7) }
V; V;
donde v; es el tiempo entre las excepciones ¢ € © — 1 y p es la probabilidad de que suceda una
observacion en nuestros datos.

Por lo que si definimos ahora:

Como la suma de todos los estadisticos para los que sucede una excepcién en un horizonte de
tiempo i € {1,...,n}.

Por una parte, el estadistico de independencia se distribuye como una variable aleatoria Ji-
cuadrada con n grados de libertad que al sumarlo con estadistico de Kupiec original tenemos
una prueba maés potente del modelo, obteniendo LR:omp = LRk upiec + LRina~ -

LRcomp un estadistico que se distribuye como una variable aleatoria Ji-Cuadrada con n + 1
grados de libertad.

Como observacién, para las pruebas de Backtesting es necesario que al momento de realizar
el modelo de VaR el nivel de confianza no sea tan elevado, pues si quisiéramos validarlo
tendriamos muy pocas observaciones (excedencias) algo que nos imposibilitarfa decir si lo
estamos sobrevalorando, infravalorando o requerfamos de més datos (de los 252 anuales que
se utilizan cominmente) para poder rechazar o no nuestro modelo de VaR.

Backtesting por el método generalizado de Christoffersen

Adicional al método propuesto por Kupiec, Christoffersen analiza la independencia entre cada
observacién (exceder el VaR diario calculado con nivel de confianza) y la probabilidad de que
suceda una dependiendo del resultado el dia anterior, es decir, el modelo se condiciona a la
variacién de los datos, anadiendo un componente estocéstico.

Entonces, se define el estadistico:
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LRing = —21n[(1 — m)TootT10) Tt 1)) 4 910 [(1 — mo) P00 w0 (1 — my) Do ]

donde:

T;; es el nimero de dias en los que hay una excedencia (o no) al VaR (j) y el evento anterior
(i) e.g. To1 nimero de dias entre los que se presenta una excedencia del VaR dado que el dia
anterior no la hubo, 777 ntmero de dias entre los que se presenté una excedencia del VaR
dado que el dia anterior también hubo una y m; la probabilidad de observar una excedencia
del VaR del dia i.

Ademas

_ To1 o= T o To1 + 111
Too + To1 Tho + 111 Too + T1o + Tor + 111

o

7 es al considerar que las excedencias son independientes entre dias y LR;,q representa el
negativo del doble logaritmo del cociente de verosimilitudes generalizado bajo la misma H)
de Kupiec y el supuesto de que cada evento de excedencia del VaR ocurre de forma indepen-
diente, este estadistico se distribuye como una Ji-Cuadrada con un grado de libertad, al igual
que el estadistico de Kupiec.

Entonces, al combinar ambos métodos obtenemos LR:ond = LRk upiec + LRind-
Un estadistico que se distribuye como una variable aleatoria Ji-cuadrada con dos grados de
libertad y sirve para la misma prueba que el modelo de Kupiec.

Es importante mencionar que la prueba de independencia de Christoffersen solo obtiene re-
sultados si existen observaciones en dias consecutivos, 711 # 0, ya que solo analiza la indepen-
dencia del proceso en forma estocastica de primer orden, pero paraddgicamente, si hubiera
mas observaciones que fueran consecutivas, el modelo del VaR no estaria respondiendo a
cambios en el mercado.

Otro problema de este modelo es la generalizacién de la independencia de las excedencias
del VaR diario, ya que si no se estuviera considerano este supuesto, 771 seria mayor que «,
invalidando las distintas m y por consiguiente el estadistico asociado.

Adicional

Existen métodos de backtesting basados en regresiones y son utilizados en casos en los que el
VaR no esta reaccionando a la volatilidad del mercado, se estan teniendo méas excedencias y
de forma maés consecutiva que antes o cuando la volatilidad cambia de manera significativa
en periodos cortos de tiempo, e.g. alguna crisis. Estos métodos dan idea de como modificar
el modelo del VaR que se esté aplicando. La idea principal de estos modelos de regresién es
anadir informacién de las variables para crear el vector de variables independientes.
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Conclusién

Recordemos que el nivel de confianza utilizado es nuestro modelo de VaR no debe ser tan
alto si es que se desea poder realizar un analisis de éste y por supuesto mucho menos que sea
bajo, pues esto no solo nos da més informacion para validar el modelo sino también nos ayuda
a esperar menos pérdidas, respectivamente. Ademds éstos modelos no brinda las herramien-
tas para decidir se se esta colocando suficiente capital de riesgo o para no desestimar el mismo.

Al analizar ambas colas de la distribucién, que es considerar las pérdidas y ganancias (pérdidas
negativas) a las que pueda estar sujeta una compaiia, se puede saber si se estd teniendo
demasiado flujo de efectivo o la deuda no representa las obligaciones esperadas, asi se evita
que en dias corrientes no se pueda cumplir con las responsabilidades o exista efectivo ocioso.
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Activa tus neuronas

Personajes matematicos

10

Horizontal 1 Creador del metodo Simplex 3 Mentor de Ramanujan 4 Lo arrestaron porque pensaron que
era un espia alemdn 7 Teorema de la curva simple cerrada 8 f(z) =1siz € Qy f(z) =0siz €l 10
Matematico famoso por su sombrero y el de una bruja.

Vertical 2 Libro de investigacién de operaciones 5 Maquina Enigma 6 Ry 9 Funciones elipticas 11 jEureka!
Retos matematicos

1. ; Qué resalta sobre el nimero 62100010007

2. ;Cuadl es el menor numero ademads del 1 que aparece al menos 6 veces en el triangulo
de Pascal?

3. (Falso o verdadero? Existe una funcién real valuada que es continua en exactamente un
punto.

4. ;Qué tienen en comin Ronald Graham, Péter Frankl y Claude E. Shannon?
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5. ;Quién dijo “Die ganzen Zahlen hay der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschen-
werk” y qué significa?

6. ;Cuél es el teorema mencionado en la pelicula del Mago de Oz?
Enigmas matematicos

1. Tienes a 7 generales y una caja fuerte con muchos candados. Asignas las llaves de la
caja de forma que cualquier conjunto de 4 generales tiene las suficientes llaves para
abrir la caja, al mismo tiempo ningin conjunto de tres generales tiene suficientes llaves.
;, Cuantos candados necesitas? ;Cuantas llaves recibe cada general?

2. Considere un tablero de ajedrez de 5 x 5, suponga que tiene 5 reinas y 3 peones. jEs
posible acomodar las 8 piezas de forma que ninguna reina ataque a ningtin peén?

J;‘L
3. Dado que z* = 2, encuentre x.

4. Claudia, mientras daba clase de dlgebra lineal, encontré una botella de Vignere con el
siguiente mensaje:

;VB XM CCXRM QJAPZBPQE QI ZCLWKN HWZW EOA ZFBRUTHQPFA QME

GMAYQQW, EOA ZFBRUTHQPFA PWFC TN RCFQVO LR QI EISCV?
RQ UHABQW FNMABX ZIF RIGMFOBVHIF, ME AIGJUNBBQW CNMAAT SV YF
UHABQIL: YF UHABQI RQ AHMGC, TN RIGMFOBVHI YI OWLN QIOWKOT.

Hasta arriba de la botella dice oo, como tu eres su alumno favorito te pide ayuda para
descifrarlo, ;qué dice el mensaje?

Juegos matematicos

Resuelve el siguiente Kakuro

.23 16 \|10

14

16

14

.
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Zona Olimpica

. Se suman los digitos del producto 1 x 2 x - - - x 2018. Se vuelven a sumar los digitos del
nimero resultante y se continiia de esta forma hasta obtener una sola cifra jcual es?

. Sea A una matriz cuadrada de tamano n con entradas complejas. Se dice que A es her-
mitiana si y solo si a;; = djil. Demuestra que para cualquier matriz cuadrada compleja
M existen matrices A, B hermitianas tales que

M =A+iB.

. Prueba que en cualquier reunién de gente (ntimero finito de personas), hay al menos dos
personas que conocen al mismo nimero de gente. Suponga que si la persona A conoce
a la persona B eso implica que B conoce a A (la relacién es reflexiva).

. Prueba que la sucesién {a, }nen dada por

S Y e

converge.

. Sea f: R — R una funcién continua. Para = € R se define

o(x) = 2f(x) /O " p.

Demostrar que si g(z) es no creciente en todo R, entonces f es idénticamente cero para
toda .

. Sean a y b nimeros reales tal que
9a® + 8ab + Tb* < 6.

Prueba que 7a + 5b 4+ 12ab < 9.

Pregunta de Erdos

Un par ordenado (z,y) de enteros es punto primitivo si el méximo comtn divisor de x y y es
1. Dado un conjunto finito S de puntos primitivos, demostrar que existe un entero positivo
n y numeros enteros agp, ai, . .., a, tales que para cada (z,y) de S se cumple que

apx™ + alx"_ly + agx"_2y2 +-+ anfﬂy”_l +any" = 1.

IDado un niimero complejo z = a + bi, se define el conjugado como z = a — bi
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