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epistola de la ciencia
Georg Cantor, ese corrupto de la juventud.

Guillermo Grabinsky Steider
Profesor del ITAM

INTRODUCCION

A diferencia de otras areas del conocimiento matematico que son el resultado de
un largo proceso de investigacion y de la contribucion de un grupo numeroso de perso-
nas, la Teoria de Conjuntos y la Aritmética Transfinita es la creacion genial de una sola
personay constituye sin duda un caso tinico por la gran diversidad de opiniones y polémi-
cas que suscitd en su tiempo. Un matematico tan notable como H. Poincaré (1854-1912)
Ilamé a la Teoria de Niimeros Transfinitos una “enfermedad” de las que las Matematicas
se curarian algin dia. L. Kronecker (1823-1891) un matematico aleman con gran influen-
cia, llego al punto de oponerse a la publicacion de tales ideas y recurrio al insulto perso-
nal. H. A. Schwarz (1843-1921) compaiiero universitario y amigo, rompio la amistad
disgustado por la direccion que tomaban las investigaciones de su colega.

Por otro lado, R. Dedekind (1831-1916) otro gran matematico aleman, entablo
una productiva relacion amistosa y epistolar de la que ambos se beneficiaron. Mientras
que D. Hilbert (1862-1943) describio a la teoria como el “producto mas sublime del
genio matematico y uno de los logros supremos de la actividad intelectual humana™.

El receptor de tales agravios y elogios se llamé Georg Cantor.

GEORG CANTOR (1845-1918) [1].[9]

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor nace el 3 de
marzo de 1845 en San Petersburgo, hijo de Georg Waldemar
Cantor, luterano devoto y de Maria Anna Béhm, catdlica pro-
veniente de una familia de musicos notables. La salud del padre
era precaria y en 1856 la familia se muda al sur de Alemania en
busca de un clima mas caluroso. Después de vivir en diversos
lugares de Alemania, Cantor concluye su educacion superior en
la Universidad de Berlin en donde se doctora con una tesis so-
bre Teoria de los Nimeros bajo la direccion de E. Kummer
(1810-1893) en 1867. George Cantor
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laberintos e infinitos

En 1869 es aceptado como privatdozent (profesor asociado) en la Universi-
dad de Halle en Alemania y es entonces que su interés se dirige hacia el Analisis. Es en
Halle en donde su colega H. E. Heine (1821-1881) lo invita a estudiar el dificil proble-
ma de la unicidad de series trigonométricas del que Heine habia resuelto un caso parti-
cular, relajando la hipétesis de convergencia uniforme. Cantor va por todo y considera

el caso en que la convergencia es puntual fuera de ciertos conjuntos excepcionales los
cuales intenta clasificar. Brevemente describiremos el problema y la solucién de Can-
tor.

EL PROBLEMA DE UNICIDAD (1870-1872) [3],[6]

Supongamos que a, + a, cos(x) + b sen(x) + a, cos(2x) + b,sen(2x) +...(*) es

una serie trigonométrica que converge a cero a excepcion de un conjunto de puntos P,
entonces (Como debe de ser P para que se pueda concluir que todos los coeficientes a ,
b, son iguales a cero? A un conjunto P de esos le llama CONJUNTO DE UNICIDAD.
De inmediato Cantor notd que era necesario construir una solida teoria de los nimeros
reales y aqui empieza su gran aventura. Cantor llama a un punto x, un punto de ACUMU-
LACION de un conjunto P, si todo intervalo abierto que contiene a X, contiene también
una infinidad de puntos de P, asi por ejemplo: x =0 es punto de acumulacion de P= {1,
72,1/3, ... }. Ala coleccion de puntos de acumulacion de P la denota por Py lo llama
el conjunto DERIVADO de P. El segundo derivado de P, denotado P2, es el resultado de
derivar a P una vez. De aqui en adelante el conjunto P(™ es el primer derivado de
P™Y_Si P™ es vacio para alguna n, P se llama de PRIMERA ESPECIE (de lo contrario
se llama de segunda especie). En estos términos el teorema de unicidad de Cantor dice
asi: “Si (*) converge puntualmente a cero a excepcion de los puntos de un conjunto de
primera especie, entonces todos los coeficientes son cero”.

Todos los conjuntos de primera especie son numerables, no asi el reciproco (por ejemplo si
P =@, entonces P = R para toda n por lo que es de segunda). Por otro lado todo
subconjunto no-numerable es de segunda especie. El més célebre de ellos es el conjunto
ternario cldsico de Cantor C, inventado por €l en 1883 con el exclusivo propdsito de exhibir
un conjunto denso en ninguna parte y de segunda especie(Ver: “;En verdad existe algo
asf?,Laberintos e Infinitos #5). Habiendo definido la sucesién P, P(Z), .., P Cantor

observa que PMc...c PO c POy define P(eo )Zﬂ “,=1P'™ ‘es en este punto donde

Cantor de el paso decisivo y define P***" como el primer derivado de P>y la puerta
hacia la aritmética transfinita estaba abierta. Ya encarrerado se apuesta a definir la clase I1
de numeros transfinitos:

w

m ml mR
w,aw+l. ., wHn,..,wH+w,. w" . nw Fo W R W
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epistola de la ciencia

(Cantor reemplaza co con w).
LIOUVILLE REDESCUBIERTO (1874) [7],[8]

Un nimero real se llama ALGEBRAICO si es la raiz de una ecuacion de la forma:
ax"+ax"'+...+a =0(**)dondeaa,...,a sonnimeros enteros. Un ntimero real
que no es algebraico se llama TRASCENDENTE.

J.Liouville(1809 - 1882) probé (en 1844) que todo intervalo (&, 4) contiene una infini-
dad de niimeros trascendentes. Un ejemplo de estos niimeros es el famoso nimero de
Liouville (1851) x=0.1100010000000000000000010... (el n-ésimo uno aparece en el
lugarn!)Cantor procede asi: dada una ecuacion (**) define su ALTURA como el nume-
ronatural [a |+ [a,|+ ... +[a |+ n— 1. Por ejemplo hay sélo una ecuacién de altura 1,
a saber, x = 0, cuatro ecuaciones de altura2,2x=0,x+1=0,x—-1=0y x*=0.
Para cada m hay un niimero finito de ecuaciones de altura m y cada una de ellas contri-
buye con un nimero finito de raices reales por lo que ordenando convenientemente to-
das las raices reales que resultan, éstas pueden escribirse como una sucesion, lo que
hoy dirfamos asi: el conjunto de niimeros algebraicos es numerable. Entonces la “gran
mayoria” de niimeros son en consecuencia jtrascendentes!

En 1873, C. Hermite (1822 - 1901) prueba que e es trascendente y F. Von
Lindeman (1852 - 1939), basado en el trabajo de Hermite, prueba en 1882 que d es
trascendente también, mostrando con ello la imposibilidad de “cuadrar el circulo™ y po-
niendo fin al famoso problema griego. Kronecker felicité calurosamente a Lindeman
por tan hermoso resultado, pero enseguida le dijo que trabajo en balde ya que no tiene
sentido estudiar tales problemas porque los niimeros irracionales jno existen!

[4.4] NO ES NUMERABLE [7]

El primer resultado dice asi:

TEOREMA (Cantor 1874)
Dada cualquier sucesion de niimeros reales w,, w,, ... y cualquier intervalo [4,a]
es posible determinar un niimero ¢ en [4, 4] que no pertenece a la sucesion.
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laberintos e infinitos

Resulta interesante revisar el argumento original. Localizamos los
primeros dos elementos de la sucesién que pertenecen al intervalo y llamamos «;
al menor y fB; al mayor. A continuacién consideramos los siguientes dos
elementos de la sucesién que pertenecen a [a. ;] y llamamos a> al menor y B2 al
mayor. Continuando de esta manera generamos una cadena descendente de
intervalos cerrados:

[tn, Bol S ... € [02, B2] S [@y, Bi], por lo que aj<a2 < <ty Bi<P2<. <Pn ¥ 0a<Pm
para cada n, m. Se nos presentan dos casos:

CASO 1
El procedimiento genera s6lo un niumero finito de intervalos distintos, es decir,
paraalgunaN, o =a,_ =...y B, By.,~ .- asi pues el Gltimo intervalo generado es [a,,

B.] y cualquiernen (o, B,) funciona.

CASO 2
El procedimiento contintia indefinidamente. Seao' **'=1lim _ .« y f'*’=
1 (0 )eploo) Qigloei=nplce) ¥
lim . - B, esficil probar que a'®'<g‘*). Sia'*=g!*>)seanel valqr comuin,
entonces 1 = W, para Cadf;_l nyaquew noeselementode [a B ] Sia'®/<gi=)
entonces tomamos cualquier nen (a' *’,*)),

EQUIVALENCIA Y DIMENSION.,

El concepto de correspondencia biunivoca entre conjun-
tos, aparece de manera latente en 1874, se consolidaen 1877 y
se publica en 1878. Dos conjuntos Ay B se llaman EQUIVA-
LENTES si existe una biyeccion entre ellos, en cuyo caso se dice
que tienen la misma POTENCIA. Si el conjunto es finito la no-
cion de potencia corresponde al nimero de elementos del con-
junto. Un conjunto finito no puede ser equivalente a una parte de
él, no ocurre asi con los conjuntos infinitos, ya Galileo (1564-
1642) habia notado la correspondencia entre {1,2,3,...} y Dedekind
{12.2%.3% ... }:

En una carta de Cantor a Dedekind fechada el 5 de enero de 1874 le escribe:
*¢Puede una superficie con su frontera incluida, digamos un cuadrado, ser referido a
una recta, digamos un segmento de recta incluyendo sus extremos, de tal modo que a
cada punto de la superficie le corresponda un punto sobre larecta y viceversa?. Res-
ponder tal pregunta podria ser un trabajo dificil a pesar de que la respuesta parece ser
claramente NO y una prueba seria innecesaria”.
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epistola de la ciencia

En 1877, Cantor logra establecer una correspondencia discontinua
entre los puntos de un espacio p— dimensional y los del intervalo
[0,1], sorprendido por sus propios hallazgos le escribe a Dedekind
(29 de junio 1877) “lo veo, pero no lo creo”. Este resultado tiene
implicaciones profundas para la geometria y para la nocién de di-
mension. A pesar de la oposicion de Kronecker, el trabajo se publi-
c6 en el Journal Crelle en 1878, a partir de entonces Cantor no

C
daria otro articulo ms para su publicacion en el Crelle. Afios mas tarde, en 1890, G.

Peano (1852-1932) le propiné otro duro golpe a la intuicion cuando construy6 una fun-
cién CONTINUA y SUPRAYECTIVA de [0,1] en [0,1]x[0,1]; un ejemplo de las llama-
das curvas que rellenan espacios. La comunidad matemética alarmada, se vio forzadaa
revisar la nocion de dimension y no fue sino hasta 1911, que L.E.J. Brouwer (1881-
1966) aclar6 el punto.

EL METODO DIAGONAL.

El argumento mds popular para probar la no-numerabilidad del intervalo (0,1)
descansa en el llamado “método diagonal” de Cantor. Si (0,1) fuera numerable podria
escribirse como sigue: (0,1)= {x,, X, ...} ahora consideremos la expansion decimal de
cada uno de los x, y presentemos todos los digitos en el siguiente arreglo infinito:
x,=0.a a.a.a

{1 T e S
X, —Oa 12,,8,.2,

.k hue )t R

%, =0 a“aﬂa”a14

x—Oaaaa

nl n2 n3 nd™t

A continuacion generamos un numero real y=0.b, b .en (0,1) diferente de
cadax , digamos del siguiente modo (entre otros): Sea b =1,sia_#1lyb =2siem-
pre quea =1, entonces y es un elemento de (0,1) pero no es clemento de {xi,xz, .}
La prueba es simple y elegante, pero no fue asi como Cantor demostré la no-
numerabilidad de (0,1), de hecho jamas produjo para este fin una demostracion basada
en la expansion decimal de niimeros reales [4]. El método diagonal introducido por
Cantor aparecio en 1891 en un contexto similar y por esto se le adjudica.
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laberintos ¢ infinitos

En 1883, Cantor escribe una obrg fundamental, g, GRUNDLAGEN Y paraen-
tonces los niimeros ordinales transfinitos habjan Ya adquirido sy caracter definitivo de
numeros,

Enmayo de | 884 sufre e] primero de varios colapsos ner-
Vi0sos que habrian de aquejarlo e] resto de su vida, Jos Cuales se-
rian, lamentap| €mente, cada vez mjs frecuentes y desgastantes,
condicion que quizd hoy en dia, se habria diagnosticado como en-
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laberintos e infinitos

Los hermanos golosos

En una casa viven cuatro hermanos golosos, cada uno en una habitacion, y tam-
bién tienen un perro. En la cocina hay un bote de galletas, y como son tan tragones se
pelean entre ellos. Pues a la hora del desayuno suele pasar que tras dar una galleta al
perro no hay el mismo ntimero de galletas para cada uno de ellos.

Preso de un ataque de glotoneria el hermano mayor se levanta de madrugada,
da una galleta al perro para que no ladre, se come la cuarta parte de las galletas que
quedan y se acuesta tranquilo, pues sabe que han quedado galletas suficientes para el
desayuno.

El segundo hermano se levanta después, da una galleta al perroy se come la
cuarta parte de las que quedan y sabe que no sera descubierto en el desayuno.

El tercery cuarto hermano hacen lo mismo.

No satisfecho, el primer hermano se levanta de nuevo e intenta repetir el truco
pero se da cuenta de que es imposible no ser descubierto.

Cuando amanece van a desayunar y como cada dia, dan una galleta al perro y
reparten las galletas en cuatro partes iguales.
¢Cuadl es el nimero de galletas que habia en el bote?

Un problema para obtusos

Los astrénomos agrupan las estrellas en constelaciones uniéndolas por lineas
imaginarias. Tal vez, la mas sencilla sea la constelacion formada por un trio de estrellas.

Consideremos la inmensa cantidad de constelaciones triangulares que se forma-
rian tomando las estrellas del firmamento de tres en tres arbitrariamente. Si las clasifica-
semos en dos grupos: obtusangulas y acutangulas. ;Qué podriamos afirmar respecto de
la abundancia de cada grupo?

El sentido comtn tal vez nos indique que deberia de haber mas obtusangulas
puesto que para ello basta que sea obtuso uno cualquiera de los tres angulos, pero ;en
qué proporcion?




ludoteca espiriforme

Los bomberos

El diagrama indica la ubicacion de los 35 barrios de una ciudad. Los circulos
! son barrios y las lineas carreteras. La distancia entre barrios es 5 Km.
El intendente decide que ningtin barrio debe estar a mas de 5 Km. de un cuartel de

i bomberos.

(Cual es la minima cantidad de cuarteles necesarios?

Indique sus ubicaciones.
O==0==0==0==0==0
40 ] ]
O==0==0==0==0==0
| ¥V 0 i1 |
O==0==0==0==0==0

.
@——C~=0~~0r~0~~0
1
o E Rl el e

I

O==0=~D=>G~=0

Aficionados al teatro

Miguel y Nadia tienen planeado ir a una obra de teatro, pero no se conocen
por lo que quedan de llegar al teatro y sentarse aleatoriamente.
(Qué posibilidades tienen de sentarse juntos, uno al lado del otro, teniendo en cuenta
que la platea del teatro tiene 30 filas y en cada fila hay 28 asientos?
Caso a) Suponemos que la platea no tiene ninguna division
Caso b) Suponemos que la platea esta dividida en dos, derecha e izquierda, nimeros
pares e impares, por un pasillo central.
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Elogio de la Pereza: Una perspectiva historica de la
computacion

José Galaviz Casas
Profesor de Tiempo Completo
Departamento de Matematicas de la UNAM

En breve la Coordinacion de Servicios Editoriales de la Facultad de Ciencias,
UNAM, editara el libro del profesor José Galaviz C. “Elogio de la Pereza: Una perspec-
tiva histérica de la computacion™. A continuacion ofrecemos a nuestros lectores una
probadita de esta atractiva obra.

En la edicion de 1863 del Dictionnaire Infernal de
Collin de Plancy se define a Belphegor como el demonio
asociado a los descubrimientos y las invenciones ingenio-
sas, pero es también el demonio encargado de apartar a
los hombres del buen camino invitandolos a la pereza, uno
de los siete pecados capitales. La ilustracién, creada por
Luis Breton para la obra de Plancy, muestra a Belphegor
como un demonio cornudo y holgazan: plécidamente sen-
tado con un brazo completamente relajado y el otro co-
giéndose la cola, en una actitud que nos evoca, salvo por
el tono muscular, a El Pensador de Auguste Rodin.

Belphegor

Nos da pereza hacer labores de las que no obtenemos retribucion espiritual alguna, no
nos divierten, no descubrimos nada nuevo, no constituyen un reto; al terminarlas seguimos
siendo idénticos a como éramos al comenzarlas, sélo que mas aburridos. Muchas de
estas tareas se caracterizan por ser repetitivas, son aquellas en las que hay que hacer lo
mismo unay otra vez y en las que una pequefia distraccion hace que tengamos que repetir
el proceso completo. Cuando debemos hacer una tarea asi nos gustaria dejar que alguien
mas la hiciera: siempre es mejor que alguien mas lave los trastes de la comida, o limpie el
piso, o lave la ropa. Nuestra pereza para hacer estas labores ha exacerbado nuestro
ingenio; en el mejor de los casos, las tareas aburridas pueden ser hechas ya no por alguien
sino por algo, hemos inventado artefactos que trabajan por nosotros: la lavadora de tras-
tes, la aspiradora, la lavadora automatica de ropa. El demonio de la pereza es también el
de la invencion y el descubrimiento.
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reloj o perfecta sincronia

Una labor que cumple con todos los requisitos para dar pereza a cualquier perso-
na saludable es hacer célculos aritméticos. Hacer cuentas es siempre aburrido y en nues-
tra pereza por hacerlas hemos inventado, a lo largo de la historia, métodos y auxiliares
diversos que nos permitan hacerlas mas facilmente y finalmente hemos creado maquinas
capaces de hacer esta tediosa labor por nosotros. Pero lo més importante es que en el
camino hemos tenido que hacernos preguntas y buscar respuestas, hemos tenido que
definir lo que significa calcular y que algo sea calculable; hemos necesitado clasificar los
problemas que pretendemos resolver de acuerdo a lo complicado que resulta resolverlos
y hemos descubierto que algunos ni siquiera tienen solucion. El engafioso camino de
Belphegor nos llevo a crear una ciencia. Este breve trabajo trata de ese largo camino.

Generalmente los libros que versan sobre la historia de la computacién se enfo-
can, exclusivamente, hacia el aspecto tecnoldgico: hacen un recuento de los artefactos
que la humanidad ha creado para calcular, desde el dbaco o la maquina de Antikythera
hasta las modernas computadoras electronicas. Este enfoque deja de lado el aspecto que
podemos llamar cientifico: las ideas que dieron origen, tanto a los artefactos, como a los
desarrollos puramente abstractos vinculados con el célculo y lo calculable. Es precisa-
mente a esto Gltimo a lo que se dedica este trabajo.

Se ha elegido este enfoque en un intento por desterrar para siempre de la mente
del lector la difundida idea de que el objeto de estudio de la computacion, como disciplina
cientifica, son las computadoras mismas, cuando éstas son realmente una de las conse-
cuencias y no la causa de la computacion. Por ejemplo la errénea definicion contenida en

Webopedia http://www.webopedia.com/TERM/c/computer_science.html “El estu-

dio de las computadoras, incluyendo el disefio de hardware y software™.

Sin embargo, a pesar del énfasis en lo abstracto, no se ha excluido de este trabajo
el desarrollo de las tecnologias de computo (imposible no mencionar las maquinas de
Pascal y Leibniz o la ENIAC), pero procurando siempre justificarlas en el contexto de las
ideas que les dieron origen.

*Este articulo también sali6 publicado en el boletin de matematicas de la UNAM. Agradecemos al
director de dicha publicacién su cooperacion con nuestra revista, asi como al autor de este articu-
lo. Ntmero 101 —Marzo - 20035
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Hiperesferas

Horacio Gonzdlez Duhart Mufioz de Cote
Matematicas Aplicadas

zelaznog_25@yahoo.com

Quiza no estén leyendo este articulo en la temporada que lo escribi, pero han de
saber que la inspiracion me llegd por motivos navidefios. Me encontraba a principios de
diciembre decorando el arbol cuando agarre aquel objeto lleno de propiedades
matematicas: la esfera.

Recuerdo todavia aquellos tiltimos afios de primaria, en los que encontrar el volumen
de uno de estos cuerpos geométricos era una tarea cansada para varios e imposible para
muchos otros y s6lo habia que seguir una receta:

y=22

3
Hoy mi curiosidad me ha permitido generalizar esta receta y les comparto lo que
descubierto por si les llega a servir o simplemente para alimentar esa sed de conocimiento

que muchos de nosotros no podemos saciar.
Quiz4 sea mas fAcil explicarme en los términos que nos ensefiaron a usar en nuestra clase
de Calculo Vectorial, pues una esfera no es mas que una bola abierta en R* contodo y su
interior que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, centrada en el origen'y de

radio r>0. Esta esfera la generalizaremos a R" con la siguiente notacion:

b,(r)= {xe R" |||, Sr}

De esta forma, si n=2 hablamos de un circulo. Sin=1, hablamos de un segmento de
recta. Sin=3 volvemos a nuestra esfera original. Y llamaremos hiperesferas a estos objetos
para los que n>3.

Ahora la pregunta es ;,cOmo sacamos el volumen de estos objetos? La manera
de generalizar esto, es obteniendo la medida de Lebesgue de estos conjuntos, que para
mantenernos en un lenguaje sencillo, no es mas que una integral multiple de esas que
vemos vemos en Calculo Vectorial. Por ejemplo:

a,(r)= J._r dx = 2r es el "volumen"de b, ()

a,(r)= J ' dydx mr? esel"volumen"de b, ()

a,(r)= J JJL \/;_xf_dzdydx :m’ es el volumen de b, (r)
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Y asi sucesivamente... No he puesto como resolver estas 3 integrales porque son
hasta cierto punto «sencillas» y son las que uno eventualmente tiene que resolver en los
primeros semestres de la carrera, ya sea por sustitucion trigonomeétrica o cambio de
variables a polares (o esféricas). La integral que por el momento nos interesa es la
siguiente:

a,(r)= _[ _[ : —’—%{: dx, ---dx,dx, con k desdel hastan—1

Que, precisamente, calcula el «volumen» de laregién integrada: la hiperesfera.
Pero miremos fijamente la formula durante unos segundos... se ve muy claro ;no? Podemos
calcular estas integrales de manera recursiva como sigue:

4,0 0)=[ a, (/" =5 b

Pero esto se pone aun mas interesante, podemos probar que:

a,(r)=a, Q)" _Lx sin” (846 con a,(1)=1 por definicion.
Dem:

Mediante induccién matemética vemos que a, ()= I_:dx =2r=1.r- J:r sin(@)d8 y

por lo tanto la férmula recursiva es cierta para » = | . Supongamos la formula
verdadera y vemos que:

a,,(r)= J_: a, (x,"r P —x? )ﬂx = [r a, (O/r?=x*" J: sin” (6 )d@dx
=F A (1)]: sin” (G)dGL (> —x*fiax= [a,,_, (1)_':r sin” (ﬁ)dﬂ] : J:J(r sing)' (~rsing)e
=a, ()" [ sin" (p)do

El cambio de variable que se us6 fue 7 cos ¢ = x y la hip6tesis de induccion se usa
2 veces. Con esto queda demostrada nuestra férmula inductiva.
Ahora nuestro problema se reduce a 2 cosas: primero, encontrar una férmula general

para a, (1) y segundo, resolver la integral trigonométrica _[: sin” (8)d6 que se puede

simplificar bajando el grado al ir integrando por partes, para no hacer el cuento largo, se
puede probar que:
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A estas alturas ya deben escuchar aquellas campanitas de las que hablaba la maestra
de Algebra y que al ritmo de Jingle Bells susurran: «Inducci6n, induccién...» De manera
similar podemos seguir obteniendo los resultados que necesitamos y calcular de manera
general el «volumen» de una hiperesfera de dimension n de radior:

NS
=

3

si n=0mod?2

0,()=

n-1
2l

n!

si n=1mod2

Y aunque aqui termina nuestro problema original, todavia podemos preguntarnos
otras cosas, como por ejemplo: para una dimension fija, {qué radio maximiza el volumen?
O alrevés (todavia més interesante) para un radio fijo ; qué dimensién maximiza el volumen?
O incluso nos podemos preguntar por las «4reas superficiales» de las hiperesferas. Pero
la temporada navidefia ha terminado y quiz4 podamos tener como proposito de Afio
Nuevo contestar estas y otras tantas preguntas que surgen del Calculo Vectorial. Me
despido no solo de este articulo y del afio 2005, sino de mi muy querida institucion, el
ITAM, esperando algun dia volver para narrar todos esos milagros que uno puede encontrar
en materias tan bellas como todas esas que se estudian en la carrera que yo por fin he
concluido. Suerte a todos y feliz afio nuevo.
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Cuadrado magico de 5’sy 7’s

Los niimeros de cuatro cifras que se pueden formar usando so6lo cincos y sietes
son 2x2x2x2 =16. Formar un cuadrado magico de 4x4, colocando en cada casilla del
cuadrado dichos numeros, y que todas la horizontales, verticales y diagonales sumen lo
mismo.

Chiste

Un matematico y un fisico van a una conferencia de fisica tedrica, en la cual se
exponen teorias de Kulza-Klein que involucran espacios de dimension 9. Al cabo de
un rato, el fisico esta hecho polvo; por otro lado el matemético parece interesado, a lo
que el fisico le pregunta, aburrido:

- Oye, ;cOmo puedes aguantar este rollo?

- Bah, es facil, todo consiste en visualizarlo.

- Pero ;como visualizar un espacio de dimensién 9?

- Visualizo un espacio de dimension N y luego hago N igual a 9.

(2+2=?

Ingeniero : 3.9968743

Fisico : 4.000000004 + 0.00000006

Matematico : Espere, solo unos minutos mas, ya he probado que la solucién
existe y es Uinica, ahora la estoy acotando...

Filosofo : ;Qué quiere decir 2+2 ?

Logico : Defina mejor 2+2 y le responderé.
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Funciones de utilidad y sector publico

Hernando Zuleta
Profesor de la facultad de economia de la Universidad del Rosario en Colombia.
hernando.zuleta84(@urosario.edu.co

En la actualidad, gracias a la economia experimental, disponemos de informacién
suficiente para caracterizar algunas constantes del comportamiento de los seres humanos
en cuanto consumidores. En las siguientes lineas haré referencia a dos de estas caracteris-
ticas y algunas de sus implicaciones.

Aversion al riesgo

El principio de utilidad marginal decreciente que aprendimos a aceptar como un
supuesto razonable es hoy en dia un hecho verificado en la mayoria de los casos. El hecho
de que la utilidad marginal sea decreciente para la mayor parte de los individuos implica
que, en general, las personas somos adversas al riesgo, esto es, preferimos un ingreso
seguro de una cantidad X a una loteria que nos dé, con probabilidad p, una cantidad A
superior a X, y con probabilidad (1-p )>0, una cantidad B, menor que X(0<p <I).
Siendo X el valor esperado de la loteria, esto es, pA+(1-p )B=X.

Larelacion entre utilidad marginal decreciente y aversion al riesgo se puede expli-
car analizando costos y beneficios de cambiar de un ingreso seguro a una loteria. Si un
individuo tiene un ingreso X seguro y acepta la propuesta de la loteria:

1) Gana A-X con probabilidad p.

it) Pierde X-B con probabilidad 1-p.

iif) Dado que la utilidad marginal es decreciente, la pérdida de utilidad que genera una
reduccion en el ingreso es superior a la ganancia de utilidad que genera un aumento en el
ingreso. Por este motivo el efecto neto es negativo.

Hasta el momento resulta claro que la utilidad marginal de
lamayoria de los individuos es decreciente; esto implica, en gene-
ral, que las personas somos adversas al riesgo. Este tltimo hecho
tiene una fuerte implicacion con respecto a la forma en que perci-
bimos la desigualdad econdmica: Los individuos adversos al ries-
go son esencialmente adversos a la desigualdad.

478352735098 14268934 563728206485675859597334 20928634 53039485761 2325347 75650393761 23456 TR098 7654321342564 300384 756575751 1980964 554685959

18




reloj o perfecta sincronia

Larelacion entre aversion al riesgo y aversion a la desigualdad se puede ilustrar
facilmente. Suponga que cada individuo puede escoger entre diferentes planes de ingreso
futuro sabiendo que todos los planes tienen el mismo ingreso esperado. Resulta evidente
que un individuo adverso al riesgo escogera el plan que tiene menor riesgo. Considere el
siguiente ejemplo concreto: un individuo adverso al riesgo prefiere un plan que le dé, con
seguridad, 100 pesos a un plan que le dé 50 pesos con una probabilidad del 50% y 150
pesos con una probabilidad del 50%. Ahora suponga que no estamos hablando de planes
de ingreso, sino de sociedades. Un individuo adverso al riesgo, que no sabe cudl serd su
lugar en la sociedad, escogera la sociedad mas igualitaria. Es decir, un individuo adverso
al riesgo es también adverso a la desigualdad.

Siguiendo con el ejemplo: un individuo adverso al riesgo prefiere
vivir en una sociedad donde cada uno de los individuos tiene un ingreso de
100 pesos que en otra donde 50% de los individuos tiene 50 pesos y 50%
tiene 150 pesos. En efecto, detras del velo de la ignorancia, el individuo
sabe que en la sociedad més desigual tendra ingresos de 50 pesos con una
probabilidad del 50% y de 150 pesos con una probabilidad de 50%,
mientras que en la sociedad igualitaria tendra 100 pesos de ingreso con
seguridad. Dado que el individuo es adverso al riesgo, preferira la socie-
dad igualitaria.

Este resultado lleva necesariamente a una reflexion sobre la justicia. En nuestro
ejemplo, la idea rawlsiana del velo de la ignorancia es la que hace que los individuos
adversos al riesgo sean también adversos a la desigualdad. Pero, ;es correcto o justo
pedir a los individuos que escojan detras del velo de la ignorancia? De no ser asi, las
personas que han sido privilegiadas por un arreglo social tienen incentivos para defender
su posicion. Dicho de otra forma, el velo de la ignorancia obliga a los individuos a revelar
sus preferencias. Sin embargo, el velo de la ignorancia cubre también el esfuerzo que han
hecho diferentes agentes para tener lo que tienen.

La distribucién del ingreso no sélo depende de la fortuna que tenemos al nacer
sino también del trabajo que realizamos a lo largo de la vida. Por este motivo el disefio de
la politica re-distributiva depende, en gran medida, de la nocién de justicia que tengan
quienes la disefien. Por supuesto, existen muchas y muy diversas maneras de entender el
problema de la justicia social, pero al margen de discusiones filos6ficas, el disefio de la
politica fiscal debe observar algunos principios fundamentales:
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1. Dentro del esfuerzo re-distributivo debe tener prioridad la ejecucion de politicas ten-
dientes a eliminar las diferencias en las condiciones iniciales de los individuos. En particu-
lar, la educacion y la atencidn al menor deben ser objetivos primordiales.

2. Cualquier politica que implique transferir recursos de agentes mas pobres a agentes
mas ricos debe ser evitada. Por ejemplo, dar subsidios a las pensiones de los congresistas
o a la gasolina implica necesariamente cobrar impuestos. Dado que toda la poblacion,
incluyendo a los mas pobres,' paga impuestos, los subsidios mencionados implican una
transferencia de recursos de individuos pobres a individuos ricos.

3. Los impuestos indirectos son regresivos. El1 IVA, por ejemplo, lo paga toda la pobla-
ci6n por igual. Sin embargo, un individuo pobre destina la mayor parte de su ingreso al
consumo. Un individuo rico destina una menor parte de su ingreso al consumo. Asi, el
pago de impuestos como proporcion del ingreso sera mayor para los pobres que para los
1icos.

4. Las tasas progresivas de impuesto al ingreso son un incentivo perverso en la medida en
que castigan el esfuerzo productivo. La dispersion salarial y los incentivos para la capaci-
tacidn son un buen ejemplo de este fendmeno: Los salarios dependen de la productividad
de los trabajadores, esto es, trabajadores mas productivos gozan, en general, de salarios
mayores. Este hecho constituye un incentivo para la capacitacion. Los individuos de una
economia donde la dispersion salarial es alta trataran de tener altos niveles de educacion
y habilidades especiales en su campo de trabajo para conseguir salarios elevados. En
otras palabras, entre mayor es la dispersion salarial mayor es el costo de no capacitarse.
Por supuesto, la productividad agregada de la economia depende de la productividad de
los individuos que trabajan en ella. Por este motivo, disefiar una politica fiscal que dismi-
nuya la dispersion salarial puede tener costos en términos de crecimiento econémico.

En la préctica resulta imposible redistribuir el ingreso sin generar incentivos perversos.
Por esta causa hay una tension permanente entre los tres primeros principios y el Gltimo.
Surgen entonces dos preguntas: ;hasta qué punto redistribuir? ; Mediante qué mecanis-
mos? Las respuestas a estas preguntas las deben dar, claramente, los candidatos a gober-
nar.

Tradicionalmente, las discusiones sobre politica economica se concentran en asignacion
de etiquetas doctrinarias (neoliberales, populistas, etc.) que distraen a los votantes de los
problemas fundamentales. Para que cada ciudadano conozca las posibles politicas eco-
némicas y pueda escoger de acuerdo con su idea de justicia es imprescindible que cada

candidato explique en detalle sus planes con respecto a (i) nivel total de gasto ptblico y
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asignacion del mismo, (ii) financiacion del gasto (tipos de impuestos, moratoria, emision,
etc.). Dada la inercia que tiene el gasto publico, seria interesante desarrollar con
detenimiento la distribucién y financiacion del gasto marginal. En otras palabras, ;Somios
todos adversos al riesgo?

Pobreza

Si bien en general nos comportamos como
adversos al riesgo, los individuos que estan cerca
del nivel de subsistencia son, a menudo, amantes
del riesgo'. Un ingreso inferior al nivel de
subsistencia no proporciona ninguna utilidad y, por
este motivo, un individuo que tiene un ingreso
seguro, igual o menor al nivel de subsistencia,
preferird cualquier loteria que, con una
probabilidad mayor que cero, le proporcione una
utilidad positiva.

Considere por ejemplo a un individuo que gasta todo su ingreso en alimentos, pero su
ingreso es tan bajo que esta desnutrido. A este individuo le proponen que renuncie a su
ingreso y que con una probabilidad positiva, p, obtendrd un ingreso suficiente para cubrir
todas sus necesidades, tal vez mas, y con probabilidad /-p no tendra nada. En estas
circunstancias la mayoria de los individuos aceptaran la propuesta porque no tienen mucho
que perder. Lo anterior implica que, detras del velo de la ignorancia, entre dos sociedades
cuyo ingreso medio es cercano al nivel de subsistencia, un individuo prefiere la mas desigual.
Larazon es simple, en una sociedad desigual la probabilidad de gozar de un nivel de
utilidad positiva es mayor.

Esto ultimo puede leerse de dos maneras: (i) Es ineficiente redistribuir en regiones pobres.
(i1) La eliminacion de la pobreza debe ser el primer paso de cualquier estrategia para
redistribuir el ingreso. Dado que los recursos publicos son limitados es necesario definir
prioridades. Un plan serio para reducir los niveles de pobreza puede implicar la reduccion
de beneficios a individuos cuyo ingreso es inferior a la media pero superior al nivel de
subsistencia.

! Con algunas funciones de utilidad la aversion al riesgo se va reduciendo al aumentar el nivel de ingreso v cuando
el ingreso tiende a infinito los agentes se hacen neutrales al riesgo. Sin embargo, para cualquier nivel de ingreso

finito los agentes son adversos al riesgo.
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Asimetria

Otra particularidad de la funcion de utilidad que ha sido verificada por la econo-
mia experimental es la asimetria en la funcion de utilidad. Esto es, la utilidad que gana un
individuo al percibir un incremento X en su ingreso es inferior a la utilidad que pierde
cuando ve su ingreso reducido en el mismo monto X.

Por ejemplo, a un individuo se le aumenta su riqueza en 100 pesos durante un
periodo y después se le reduce en 100 pesos. El individuo en cuestion estara peor, en
términos de bienestar, después de estos cambios, aunque su riqueza final sea igual a la
inicial. Esta asimetria implica que la pendiente de la funcion de utilidad sea diferente para
ganancias y para pérdidas. Mas atin, implica que los consumidores son, en general, ad-
versos al riesgo cuando se trata de incrementar los ingresos y amantes del riesgo cuando
se trata de reducirlos. ;Qué implicaciones tiene esta
asimetria para efectos de aversion a la desigualdad?

(Debemos olvidarnos de politicas re-distributivas en value Gains
épocas de recesion? /

La verificacion de la asimetria en la funcion de
utilidad es imposible sin “levantar” el velo de la igno-
rancia. En otras palabras, una persona no puede sa- oS
ber si est4 ganando o perdiendo si desconoce su nivel
de ingreso o suriqueza. Asi, aunque bajo circunstan-
cias de pérdida las personas se comporten como aman- ‘
tes del riego, esto no implica que sean, esencialmente, amantes de la desigualdad. El
asunto fundamental de los hallazgos de Kahneman y compafiia es que el efecto de las
pérdidas en el bienestar de los individuos es mas fuerte que el efecto de las ganancias. En
este orden de ideas, instrumentos adecuados para maximizar el bienestar social son los
sistemas de seguros. En esta categoria caben los seguros de desempleo, seguros de co-
secha, fondos de estabilizacion, etc.

Nuevamente, nos enfrentamos a casos de riesgo moral y seleccion adversa. En otras
palabras, los seguros pueden generar incentivos para que los individuos actien como
oportunistas. Afortunadamente, existe literatura extensa y variada que puede ayudar a
resolver estos problemas.
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Descuento temporal decreciente

En general los individuos somos econdmicamente impacientes, esto es, preferimos consumir
hoy que consumir mafiana; por este motivo nos endeudamos para comprar carro y casa
0 para tomar vacaciones. Aunque sepamos que en el futuro podremos disfrutar de estos
bienes sin necesidad de endeudarnos, nos endeudamos porque somos impacientes.

Tradicionalmente, en teoria econdmica se supone que la tasa de descuento es constante a
través del tiempo, es decir, la forma en que valoramos el consumo de hoy con respecto al
de mafiana es igual a la forma en que valoramos el consumo de mafiana
con respecto al de pasado mariana. Sin embargo, gracias a la economia
experimental sabemos hoy que la tasa de descuento es, en general,
decreciente. Esto implica que las preferencias de consumo en el tiempo
no son consistentes. Dicho de otra manera, siempre tenemos incentivos
para revisar y redisefiar nuestros planes de consumo y ahorro.

Suponga por ejemplo un individuo que compra una casa y contrae una
deuda de $10°, planea pagarla en 5 afios y a partir del 6 afio comenzar
a ahorrar para tener el dinero suficiente para viajar a Paris. Hoy este
plan es 6ptimo. Si la tasa de descuento es constante a través del tiempo, seguramente,
puede llevar a cabo el plan. Sin embargo, si la tasa de descuento es decreciente, en algin
momento decidira que puede pagar parte del viaje con un nuevo crédito y volara a Paris
antes de lo previsto. En otras palabras, el plan que es 6ptimo hoy no sera 6ptimo en el
futuro.

El ejemplo mas utilizado en la teoria econdémica para caracterizar este rasgo de los
consumidores es el «comportamiento adictivo». Un adicto a la nicotina sabe que lo mejor
que puede hacer manana es dejar de consumir cigarrillos. Sin embargo, en cada momento
resulta Optimo aplazar la decision de dejar de fumar. El ejemplo es elocuente, pero hay
muchos mas (dietas, planes de ahorro, ejercicio). Los consumidores inconsecuentes tienen
incentivos para revisar sus planes cada dia. Casi todo el mundo ha hecho planes de
ahorro que al final no cumple, precisamente porque en cada momento prefiere ajustar sus
planes. Desdichadamente, en muchos casos pesa el hecho de no haber llevado a cabo el
ahorro planeado.

En general, somos consumidores inconsecuentes en el tiempo y este hecho tiene
implicaciones de economia politica. Considere, por ejemplo, un pais en el cual los electores
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piden al gobierno un aumento del gasto publico. Este aumento en el gasto tiene que
financiarse con impuestos. No obstante, existe la posibilidad de aplazar el aumento en -
impuestos y recurrir al endeudamiento publico. En estas circunstancias, los votantes que
son consumidores inconsecuentes votaran sistematicamente por aumentos en la deuda
publica. Por supuesto, este comportamiento es insostenible en el largo plazo.

Las lecciones derivadas de la experiencia son contundentes en este sentido: los costos del
endeudamiento publico son crecientes, de forma que la estrategia de los electores
inconsecuentes es nociva en el mediano plazo. ;Qué se puede hacer al respecto? ;Debe
el gobierno engafiar al electorado?

Afortunadamente, existe otra manera de tratar este problema. En la literatura econémica
se describen dos tipos de consumidor inconsecuente: El ingenuo, quien ignora que en el
futuro tendrd incentivos para cambiar sus planes; y el sofisticado, quien conoce su
«problemay. Los consumidores sofisticados pueden disefiar planes tomando en cuenta
que son inconsecuentes y gracias a esto pueden lograr niveles de utilidad superiores a los
que logran los ingenuos. Retomando el ejemplo del tabaquismo, un adicto a la nicotina
sabe que siempre quiere aplazar el momento de dejar de fumar. Este individuo puede
«imponerse» costos de autocontrol que aumenten el costo de fumar. Por ejemplo, puede
pedir a sus familiares que le escondan los cigarrillos, apostar dinero a que nunca volvera
a fumar o, incluso, puede irse por una temporada a algun lugar donde sea imposible
conseguir cigarrillos. Un fumador ingenuo seguird fumando siempre, pensando que mafiana
lo dejara.

Para efectos de politica fiscal, los electores sofisticados estarfan dispuestos a votar por
una ley que implique costos de autocontrol. Por ejemplo, una ley que impida al gobierno
elevar su endeudamiento por encima de cierto nivel o lo obligue a financiar cada adicion
presupuestal con aumentos en impuesto o reducciones en otros gastos. Por supuesto,
para que los electores se comporten como agentes sofisticados, es imprescindible que
estén bien informados. En este sentido la comunicacion del gobierno y de los posibles
futuros gobernantes con los electores debe ser continua y clara.

Conclusiones

(i) La igualdad es deseable para casi todos los individuos y por este =
motivo debe ser uno de los objetivos de cualquier gobierno. Para
redistribuir el ingreso es necesaria una estructura tributaria que castigue &
a los mas ricos. Asi, el disefio de la estructura tributaria estd *
necesariamente atado a una nocion particular de justicia. Los impuestos son costosos en
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términos de incentivos. De modo que existe una tension entre distribucion y estimulos al
crecimiento.

(i1) El tamaiio del gasto en redistribucién y la forma en que éste se financia (el disefiode la
estructura tributaria) responden a una idea de justicia. Para que los electores puedan
votar por un plan de gobierno consecuente con su idea de justicia es necesario que cada
candidato explique sus planes con respecto al nivel total de gasto publico y asignacion del
mismo.

(ii1) La eliminacion de la pobreza debe ser el objetivo prioritario de cualquier plan para
redistribuir el ingreso.

(iv) Para evitar que la deuda publica tenga una dinamica explosiva, la comunicacion del
gobierno y de los posibles futuros gobernantes con los electores debe ser continua y
clara. Asimismo, se debe someter a consideracion del electorado una ley que impida al
gobierno elevar su endeudamiento por encima de cierto nivel o lo obligue a financiar cada
adicion presupuestal con aumentos en impuestos o reducciones en otros gastos.

Pie de pagina:

"El IVA y el impuesto inflacionario son impuestos que paga todo ¢l mundo.

* Con algunas funciones de utilidad la aversion al riesgo se va reduciendo al aumentar el nivel de
ingreso y cuando el ingreso tiende a infinito los agentes se hacen neutrales al riesgo. Sin embargo,
para cualquier nivel de ingreso finito los agentes son adversos al riesgo.
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METODOS PARA CAZAR UN LEON

- ELMETODO DE GEOMETRIA DE INVERSION:

Pon una jaula esférica en un punto arbitrario de la selva y enciérrate dentro de

ella. Después haz una inversion con respecto a la jaula; esto hara que el com-

plemento del interior quede dentro de la jaula con TODOS los leones, y tl estaras afuera.

-ELMETODO DE TEOR{A DE LA MEDIDA:

La selva es un espacio separable, por lo tanto existe una sucesién de puntos que converge
al leon. Sigue estos puntos silenciosamente para acercarte al leén tanto como quieras
(con el equipo adecuado) y lo matas.

- ELMETODO TOPOLOGICO:

Observamos que el le6n tiene por lo menos la conectividad de un toro, por lo tanto puedes
llevarlo a un espacio cuatri-dimensional y manipularlo para hacerle un nudo. Cuando lo
regreses al espacio tridimensional estara indefenso.

- EL METODO TERMODINAMICO:
Construimos una membrana semipermeable, permeable a todo excepto a los leones, y la
paseamos por la selva.

- ELMETODO DE SCHRODINGER:
En todo momento existe una probabilidad de que el le6n este dentro de la jaula. Ciérralay
ya acabaste,

- ELMETODO DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA:

Sin pérdida de generalidad, podemos ver la selva como una superficie plana; proyecta
esta superficie sobre una recta, y luego proyecta esta recta sobre un punto dentro de la
Jaula. Finalmente, el le6n habré sido aplicado al interior de la jaula.

- EL METODO DE BOLZANO-WEIERSTRASS:

Divide la selva en dos partes, el le6n tiene que estar en una de las dos partes, coloca una
valla alrededor y vuelve a dividirla en dos. Procede iterativamente construyendo vallas
que dividan en dos la zona en la que esta el len. Finalmente, tendras al ledn encerrado
por una valla tan pequefia como quieras.

-EL METODO DE PEANO:

Construye una curva de Peano que recorra toda la selva. Esta curva puede ser recorrida
en un tiempo arbitrariamente pequefio, asi que lo tinico que tienes que hacer es coger una
lanza y recorrer la curva en un tiempo menor que el que tarda el leén en moverse una
distancia igual a su tamafio.
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epistola de la ciencia

El desconocido mundo de la matematica I1
Tercera de tres partes

Emilio Lluis-Puebla

Departamento de Matematica

Facultad de Ciencias

Universidad Nacional Auténoma de México

www.EmilioLluis.org

La Matemadtica es una de las Bellas Artes,
la mas pura de ellas,
que tiene el don de ser
la mas precisa
¥ la precision de las Ciencias.
E. Lluis-Puebla.

(Qué hay acerca de la Matematica y la Computacion?

Larevolucion industrial se media en siglos, larevolucion
de la computadora se mide en décadas. En los siglos XVIII y
XIX, lamano de obra fue reemplazada por las maquinas y, apa-
rentemente el siglo XX se caracterizo por el reemplazo del ce-
rebro por la computadora. En un principio, la ciencia del com-
puto crecié conjuntamente con la Matematica. Turing y von
Neumann son algunos de sus pioneros. Aun ahora, la Matema-
tica es la ciencia més cercana a la del computo. La Logica Matemética proporciono una
base para la computacion, refiriéndonos al software. Sin embargo, es el chip de silicon el
que permitio la revolucion.

Los matematicos hemos estado interesados siempre en el concepto de “demos-
tracion”, es decir, en la rigurosa deduccion de varias conclusiones a partir de ciertas
suposiciones. Hay que dar instrucciones precisas para que funcione un ordenador o com-
putadora y la Logica Matematica es el marco adecuado para formularlas.

Relacionado con la idea de demostracion esta la de algoritmo, es decir, la de un
método para hacer algo, en particular, para resolver un problema. Estos son requeridos
para que la computadora realice tal o cual cosa. Una rama de la Matematica se dedica al
estudio de los algoritmos, en particular los rapidos, a saber, la Teoria de Complejidad. Asi
que las Teorias de las Demostraciones y Complejidad son dos tipos de matematica crea-
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I

das por Ias necesidades dej Ccomputo. Como |ag computadoras usan Z,, estan relaciona-
dasconla Matemética Discreta ejemplificada porel Algebra. Atiyah menciona que por
esto algunas personas argumentan que debe de modificarse drésticamente |3 enseflanza
de la Matematica quitando el énfasis en el Calculo que a menudo se realiza desde hace
mucho tiempo.

(Coémo ha ayudado 1a tomputadora 3 15 investigacién?

computadora proporciona una manera muy rapida de obtener soluciones ny-
méricas a distintog problemas. En 5 Matemética Aplicada un problema tiene una solucién
satisfactoria sj ge puede proporcionar un algoritmo en 13 computadora de tal manerg que
Se tengan disponibles [ag soluciones huméricas. Pero no todo son niimeros, por ejemplo,
las expresiones de l6gicano Tepresentan niimeros, [ a5 expresiones simbélicas yahan
sido consideradas en g computadora y son manipulables. Como ejemplo de esto estala
determinacién de todos los grupos finitos simples la cual se llevé al cabo utilizando pode-
Tosas computadorag.

¢Cudles son lag etapas para generar nuevos resultados en |3 Matematica Y cudl
es la utilidad de 15 computadora en éstq?

identificar hechos relevantes, arreglarlos en patrones que poseen un si gnificado, la posible
extraccién de ung formula, e] corroborar la frmula y hasta el fina] [3 demostracién. I 5

sultados en formga graficaen algunas ocasiones. Antes se tenian que realizar 5 mano, ta]
como los realiz Eyler 0 Gauss,

AAAAAAAA
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cion de que paises adyacentes sean coloreados de manera diferente. Este problema data
del siglo XIX y se resolvié en el XX utilizando una computadora que comprobo cientos
de casos. Fue un gran triunfo pero a la vez una gran desilusion desde el punto de vista
estético, ademas de que no se crearon nuevas técnicas a partir de la demostracion. Se
uso la fuerza bruta. ;Sera asi en el futuro?- pregunta Atiyah.

;Cual es la naturaleza y propésito de la Matematica y de la Ciencia?
Larespuesta usual es la de que el ser humano intenta com-
prender o entender el mundo fisico y eventualmente controlarlo.
Pero qué significa comprender o entender. Atiyah duda que en-
tendamos la demostracion del teorema de los 4 colores. Las
demostraciones por computadora alteran el concepto de de-
mostracion publicada. Lo que sucede es que existe una diferen-
cia fundamental entre un experimento disefiado para encontrar
hechos acerca del mundo natural y cdlculos de computadora
que conciernen con un problema puramente matematico pro-
puesto por el hombre. Uno es externo y el otro es interno.

i‘?ﬁ‘: 'r:dl;"g“ '.‘
L“‘l,l, I :

——

Una de las caracteristicas mas importantes de la Matematica es
su arquitectura o disefio global, esto es, la forma elegante y pro-
funda como las ideas abstractas estan colocadas. La piedra angular de la buena matema-
tica es la economia y simplicidad del pensamiento. Aunque uno de sus objetivos es el de
proporcionar soluciones explicitas, a veces de cardcter numérico, los desarrollos tedricos
evolucionan esencialmente para evitar largos calculos. Ese ahorro o flojera conduce a
encontrar ideas o métodos alternativos para ese fin. Las computadoras carecen de ellos.
Estas ideas o métodos son los necesarios para avanzar un poco.

Dicho de otra manera, dice Atiyah, la Matematica es un Arte (Bella, digo yo) que
evita la fuerza bruta, mediante el desarrollo de conceptos y técnicas que nos permiten
ligereza. Se dice que si las computadoras hubieran estado en el siglo quince, la Matema-
tica actual seria una mala imitacion de si misma. El peligro real esta en dejar la Matemética
a las computadoras. Las debemos de tener simplemente como ayudantes.

Las industrias tradicionales han declinado y las relacionadas con el computo han
crecido. Esto hace que los empleos estén ligados a las computadoras. Estos empleos
alteran las actitudes y expectativas de las generaciones jovenes. La Matematica estd liga-
daaestoy a las escuelas, universidades, maestros y alumnos. El peligro para la Matema-
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tica estd en que los nuevos grandes talentos se encaminen a la computacion en lugar de a
la Matematica. Pero esto puede que no suceda. Los verdaderos matematicos estdn mo-
tivados por la belleza y poder de la Matematica y no por el dinero. Para aquellos que
creen que la computadora puede realizar todo el trabajo oprimiendo un botén, hay que
decirles que todavia tienen que ensefiar a los nifios a pensar cual boton oprimir.

(Qué ha sucedido en la Matematica en los siglos anteriores?

Atiyah menciona que los siglos XVIII y XIX se les podria conocer como los de la
Matematica Clasica. Al final del siglo XIX, Poincaré y Hilbert eran las figuras dominantes,
podrian considerarse discipulos de Newton y Leibniz, respectivamente.

Poincaré pensaba mas en términos geométricos o topoldgicos y Hilbert mas en el
lado del formalismo y axiomatizacion. Poincaré, quien fue un pionero en la Topologia,
predijo que ésta seria un ingrediente importante de la Matematica del siglo XX (algunos
dicen que si se tuviera que nombrar de alguna manera al siglo XX serfa como el siglo de
la Topologia). Mientras, Hilbert propuso su famosa lista de problemas los cuales no con-
tenian los topoldgicos y no pudo predecir, segtin Atiyah, el alcance de la Topologia en el
siglo XX.

La primera mitad del siglo XX la denomina la era de la especializacion, donde la
formalizacion tipo Hilbert y Bourbaki tiene lugar. La segunda mitad del siglo XX la deno-
mina la era de la unificacion, donde las 4reas se traslapan y las técnicas se implementan
entre ellas. Para el siglo XXI Atiyah propone llamarlo el siglo de la Matematica Cuéantica
o de la dimension infinita, entendiendo por esto el comprender adecuadamente el an4lisis,
la geometria, la topologia y el dlgebra de varios espacios de funciones no lineales de tal
manera que se obtengan demostraciones rigurosas de cosas hermosas que han estado
especulando los fisicos entre otras importantes (como la Geometria Diferencial No
Conmutativa de Alain Connes).

¢(Cuales paradigmas han sucedido en la Matematica y en otras disciplinas inclu-
yendo la Musicologia?

Guerino Mazzola menciona en su libro “The Topos of Music” [Ma-1] tres
paradigmas mayores de la Matematica y Musicologia que han ocurrido durante los 150
afios que han sido paralelos en la evolucion de ambas y la creciente presencia de la
Matematica en la Musica.

Estos son: las estructuras globales, las simetrias y la Filosofia de Yoneda.
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La primera quiere decir, en palabras, que las estructuras localmente
triviales se pueden juntar en configuraciones estéticas validas si éstas se pe-
gan de una manera no trivial. La Fisica Clasica concierne con los fenémenos
locales y luego hay que estudiar el comportamiento fisico en gran escala. La
Fisica concierne realmente con adivinar el futuro cuando se va de lo local a
lo global.

Lasegunda, las simetrias y (los fractales) son utilizadas en la com-
posicién, aparecen también en la Naturaleza; en la Matematica juegan un papel crucial
como también en la Fisica.

En cuanto a la tercera: la Filosofia de Yoneda, en palabras dice que, para com-
prender un objeto, de vueltas alrededor de él. Esto quiere decir, entendimiento mediante
el cambio de perspectivas. En Matematica, este Lema de Yoneda tiene importantes apli-
caciones en el Algebra Homoldgica, en la Topologia Algebraicay en Geometria Algebraica
solamente para mencionar algunas. Dice que un objeto matematico puede clasificarse
salvo isomorfismo por su funtor. En Musica, la partitura es solamente su primera vista y
junto con todas sus interpretaciones constituyen su identidad. jQué maravilloso punto de
vista para ambos intérprete y audiencia! Deja de lado la estéril competencia fuera del arte
y la ciencia como si éstos fueran juegos olimpicos.

., Qué se puede decir de la Geometria y del
Algebra?
~ Atiyah tiene un bello punto de vista acerca de esto
que deseo compartirles. Menciona que ambas son
pilares de laMatematica, ambas muy antiguas. Por
un lado, la Geometria se remonta a los griegos o
antes y como entender al mundo en que vivimos es
una parte importante de nuestra evolucion, la intui-
S 5 ¢i6n o percepcion espacial es nuestra herramienta
mas poderosa. La Geometrla es el area poderosa de la Matemética para estudiar lo
geométrico y lo no geométrico también, tratamos de poner en términos geométricos lono
geométrico. La Geometria es el espacio y se puede ver estaticamente.

Por otro lado, el Algebra se remonta a los 4rabes y los hindies y concierne funda-
mentalmente al tiempo. Cualquier algoritmo tiene lugar en el tiempo, lo requiere para
poder llevarse al cabo. Esto se puede ver de manera obvia en una computadora.
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Asi, dice Atiyah, la Geometria concierne al espacio y el Algebra concierne ala
manipulacion en el tiempo. Ambas son indispensables. Piensen ustedes en la Musica, con
sus estructuras, la cual transcurre en el tiempo y estd situada en el espacio (eminentemente
terricola puesto que un violin no suena en la luna).

Para finalizar, vuelvo a expresar que la Matematica es una de las Bellas Artes, la
mas pura de ellas, que tiene el don de ser la mas precisa y la precision de las Ciencias.
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ludoteca espiriforme

Chiste

Teorema: “Todos los nimeros son interesantes”
Demostracion: Supongamos que no es asi, por lo tanto existe
como minimo un numero no interesante. Entonces, nos preguntamos ““;cudl sera ese
numero?”, por lo que este nimero es, obviamente interesante, lo cual contradice la
hipétesis inicial de que no es interesante. Por contradiccion, la hipdtesis de que existen
nameros no interesantes es falsa.

Espiral de Ulam

http://mundomatematicas.blogspot.com/

Una misteriosa propiedad de los nimeros primos descubierta por el matematico
Stanislaw Marcin Ulam es que si se colocan los numeros naturales en una cuadricula,
empezando con el 1 en el centro, el 2 a la derecha, el 3 arriba el cuatro a la izquierda y
asi sucesivamente:

5-4-3

6-1-2

7-8-9

Si después se marcan de otro color los numeros primos se encontrara que estos que-
dan ordenados en forma diagonal. Aqui puedes ver esos misteriosos patrones que se
forman con los numeros primos construidos sobre la Espiral de Ulam. También me en-
contré un applet que calcula la espiral y muestra los niimeros primos sobre ella.

o =l el 25

| | |
14 ISsE=T 2 09 24
| | | | i
15 04 01 08 23"
| | | |
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Facilitacion de la comprension de las matematicas *

Rodrigo Cambray Nufiez

«En materia de interés ptblico, es delito ocultar la
verdad y en materia de virtud. es inmoral temerla.»

—Holbach (citado en Bulnes, 1991)
Consecucion de 1a elementalidad del saber matematico

En los distintos momentos del desarrollo historico de las Matematicas, nunca
se ha establecido una definicion de ellas ampliamente aceptada, la cual explique su esen-
cia o abarque todo lo que han sido. Al reconocer las dificultades que existen para definir
las matematicas, los expertos usualmente optan por describir algunas de las caracteristi-
cas de esta drea del conocimiento. Existen diversas razones importan-
tes por las cuales es necesario abordar la pregunta «;Qué son las ma-
tematicas?» De acuerdo con Romberg (1992), algunas de esas razo-
nes estan directamente relacionadas con la elaboracién de programas
de estudio de matematicas para los distintos niveles de educacion for-
mal; profesionales de distintos campos intervienen en dicha actividad y
€s comun que quienes no son matematicos, precisamente por su edu-
cacion escolar—paraddjicamente—, vean a las matematicas bajo una Romberg
perspectiva absolutista: como un campo fijo de conocimiento establecido ya desde hace
mucho tiempo, estatico y acotado. A pesar de que en la elaboracion de tales programas
escolares también participan matematicos, que usualmente son quienes intentan divulgar o
popularizar las diversas facetas de su actividad cientifica, se soslayan aspectos importan-
tes de las matematicas poniendo énfasis sdlo en algunos de ellos.

Hasta ahora, la fuerza principal que ha guiado la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas ha estado constituida por los libros de texto, artefactos mediante los cuales
se intenta alcanzar la elementalidad del saber matematico, esto es, transponer el conoci-
miento cientifico en conocimiento ensefiable junto con la concepcién de un método ade-
cuado para ello. Durante casi todo el siglo XX, en la elaboracion de la mayoria de textos
de matemdticas para todos los niveles educativos se mostré poco interés por recurrir a
ambitos distintos al de los requerimientos del rigor 16gico de los fundamentos de este
corpus cientifico. (Precisamente, otra acepcion de «elementos» se refiere a “los miem-
bros mas primarios de un argumento que conduce a una conclusion, como los postulados
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son elementos de los teoremas™ (Proclus, 1992, p. 60); asevero Proclo (ca. 410-485)
que esto es lo que determina la ordenacion de los Elementos de Euclides (ca. 300 a.n.e.)

y explico en sus comentarios sobre esta obra que «elementos» (| |[ [Z[¢ ) son “aquellos

teoremas cuya comprension conduce al conocimiento del resto y mediante los cuales se
resuelven las dificultades en ellos™ (Proclus, 1992, pp. 59-60). Es por eso que Euclides
llegd a ser conocido como «el elementarizador» (¢ @ | [[[2[]] 21 ). en el sentido de haber
establecido los fundamentos, lo que en primer lugar se requiere, para deducir los conoci-
mientos matematicos —pero no necesariamente al alcance de cualquiera—).

El siguiente pasaje destaca por su relacion con la transposicion del conocimiento
cientifico en conocimiento ensefiable; fue tomado del reporte de una de las sesiones de la
Academia Francesa llevada a cabo en 1797, en el que se refieren al trabajo de un autor
que contribuyd al establecimiento de las matematicas escolares:

Presentar teorias dificiles con claridad, relacionarlas con otras
teorias conocidas, desmantelar algunas de las partes sistemati-
cas o erréneas que podrian haberlas oscurecido en el momento
de su surgimiento, extender un igual grado de iluminacion y pre-
cision sobre el total; o dicho brevemente: producir un libro que
al mismo tiempo sea elemental y esté a la altura de la ciencia, es
éste el objetivo que el Ciudadano Lacroix [Sylvestre Frangois
Lacroix (1765-1843)] se ha propuesto a si mismo y que no po-
dria haber alcanzado sin comprometerse en investigaciones pro-
fundas y con frecuencia mediante el progreso al mismo nivel que
los inventores. (Séance du 1lnivése an V. 31 décembre 1796;
citado en Schubring, 1992)

Un libro notable sobre el quehacer matematico

Pocos han sido los autores que realmente han logrado reunir resultados originales
del corpus matemético en una obra que oriente favorablemente la
ensefianza y el aprendizaje de este saber. Richard Courant y Herbert
Robbins si consiguieron este objetivo con la elaboracion de su texto
What is mathematics? —cuya primera edicion fue publicada en
1941—, el cual ha servido a los lectores para lograr un contacto real
con el quehacer matematico. En la introduccion de este libro se hace
la observacion de que “Tanto para el docto como para el profano, no
es la especulacion filosofica sino la experiencia activa en las

Courant
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matematicas mismas lo tinico que puede responder la pregunta: ;Qué son las matematicas?”
(Courant y Robbins, 2002, p. 21).

Recientemente en México, varios matematicos que han escrito libros de textoy
de divulgacion de las matematicas han recomendado a sus lectores estudiar este libro de
Courant y Robbins, el cual desde fines de los 1970 ha servido incluso a estudiantes de
maestria en el area de matematica educativa para la comprension de algunos temas de sus
cursos. Es mas, a fines de los 1990 en algunas universidades de EEUU lo seguian utilizando
en cursos sobre fundamentos de las matematicas.

Con el propdsito de actualizar lo escrito por Courant y Robbins, la segunda edicion
en inglés de What is mathematics?, publicada en 1996, contiene un nuevo capitulo
dividido en doce secciones que trata de diversos avances recientes. Este noveno capitulo
fue preparado por lan Stewart, quien en el nuevo prefacio (Courant y o
Robbins, 2002, pp. 11-12) hizo notar que el libro no ha pasado de moda
y se ha conservado impresionantemente bien gracias a la eleccion del
material hecha por Courant y Robbins, ademas de que la mayoria de los
gjercicios que contiene no son de naturaleza rutinaria, lo cual concuerda
con la tendencia actual en el aprendizaje de las matematicas. Algunos de
los temas generales que Courant y Robbins trataron en su texto son los
siguientes: niimeros naturales, el sistema de nimeros de las matematicas, Robbins
construcciones geométricas, dlgebra de campos numéricos, geometria proyectiva,
axiomética, geometrias no euclidianas, topologia, funciones y limites, maximos y minimos,
y el céleulo.

Algunos sucesos historicos externos de la escritura de ;Qué son las matematicas?

Quien lea el libro de Courant y Robbins (2002) no debe pasar por alto que esta
dedicado a Ernest, Gertrude, Hans y Leonore Courant (p. 7) y que el prefacio de la
primera edicion aparece firmado sélo por R. Courant, con fecha del 22 de agosto de
1941, en el cual se incluye el siguiente reconocimiento: “Mientras que la responsabilidad
del plan y de la filosofia de esta publicacion recae en quien firma este prefacio, cualquier
crédito por los méritos que pueda tener debe compartirse con Herbert Robbins™ (p. 15).
Ademas, en el prologo de la segunda edicion revisada, con fecha de septiembre de 1995,
Ernest Courant explico que creia que su padre habia concebido el plan y disposicion
“para escribir un libro elemental sobre ideas y métodos matematicos™ en el verano de
1937, y afiadié: “Recuerdo haber participado en sesiones intensivas de edicion,
especialmente en los veranos de 1940 y 1941, ayudando a Herbert Robbins y a mi
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En 1982, cuando Herbert E. Robbins (enero 12 de 1915 — febrero 12 de 2001)
contaba con 67 afios de edad, fue entrevistado en su casa en East Setauket, Nueva York
por Warren Page. Aproximadamente tres paginas de lo publicado de dicha entrevista
(Page, 1984) contienen informacion relevante proporcionada por Robbins sobre su
colaboracion en la escritura de What is mathematics? con Courant. Entre otros detalles,
Robbins relaté lo siguiente. Cuando fue con los impresores para revisar las galeradas, se
dio cuenta por primera vez de lo que realmente estaba ocurriendo al ver la portada:
«What is mathematics? by Richard Courant». Sinti6 entonces como si hubiese sido
mojado con un cubetazo de agua helada y penso: “My God, what’s going on here? This
man’s a crook!” [Lector: imaginese usted qué frases hubieran llegado a la mente de Robbins
en ese momento si hubiese pensado en espariol. ]

Durante la entrevista con Page, Robbins coment6 que el texto de la dedicatoria lo
habia escrito Courant solo y que éste no le habia mostrado el prefacio en el que le agradecia
su colaboracion.

Courant le habia propuesto a Robbins, muy al principio de su arreglo para la
escritura de What is mathematics?, que fuera coautor, ya que sintio
que su colaboracion le era de mucha utilidad. Aunque inicialmente
Robbins habia recibido un pago de aproximadamente 800 ddlares
estadounidenses por su ayuda, al ser coautor ya no se le pagaria mas;
estuvo de acuerdo, pues estaba absorto en escribir el libro. Asi, durante
aproximadamente dos afios, entre 1939 y 1941, Courant y Robbins
trabajaron juntos estrechamente intercambiando borradores de los
capitulos. Robbins solia viajar regularmente a casa de los Courant en
Nueva Rochelle y durante determinado periodo, de alguna manera, se convirtio en miembro
de esta familia.

Informé6 Robbins a W. Page que ante la situacion del baldazo de agua helada
reiterd inexorablemente ante amigos y emisarios de Courant —quienes trataron de
convencerlo, por ejemplo, de que en Europa era muy usual para un hombre joven hacer
el trabajo y que se acreditara a uno mayor, dado su prestigio académico, como autor
formal— que no se quedaria callado y que incluso amenazo con protestar enérgicamente
si Courant no incluia su nombre en la portada. Comenté Robbins: Courant registro los
derechos de autor del libro a nombre suyo sin mi conocimiento [... ], me informo que
él controlaba completamente el libro y que me enviaria, de vez en cuando, una parte
de las regalias. Y asi cada aio, durante cierto niimero de arios, solia recibir una nota
de Courant diciendo: “Querido Herbert, adjunto un cheque por tal y tal cantidad
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que representa tu parte de regalias de What is mathematics? " (Page, 1984, p.5).

Mas adelante explico que incluso después de la muerte de Richard Courant (1888-
1972) *la campana no sélo para negar mis derechos financieros del
libro sino hasta para encubrir que fui coautor” se habia intensificado
(Page, 1984, p. 5). (Cabe hacer notar en este punto que en la cuarta de
forros de la publicacion en rustica de la segunda edicion de Whar is
mathematics?, aparecida en 1996, se presenta a Richard Courant en
cinco lineas, en una a Herbert Robbins, y en cuatro a Ian Stewart.) Por
otra parte, en la misma entrevista, explico Robbins que Courant

Este libro fue escrito por dos personas que colaboraron de manera
intensiva en un drea que les importo profundamente a ambos
toda su vida. [...] Pertenece a la tradicion que comenzo en
circulos intelectuales franceses en la época en que Newton y
Leibniz habian descubierto el cdlculo: Personas sin educacion
cientifica formal querian entender esta nueva nocion y para ello
se celebraban reuniones periodicas en las que los filosofos daban
conferencias acerca del caleulo a larealezay a la rica burguesia.
(Qué son las matematicas? pertenece a esa tradicion de
divulgacion elevada, como la llaman los franceses. (Page, 1984,
pp- 3-4).

La profesionalizacion en los procesos editoriales de obras cientificas

ElFondo de Cultura Economica publicd a fines de 2002 una nueva version en
castellano de ; Qué son las matematicas?, obra introductoria a los conceptos y métodos
fundamentales de las matematicas. La calidad de la edicion de esta nueva version en
castellano de la obra clasica de Courant y Robbins se vio beneficiada por la excelente
labor humanistica de distinguidos colegas del ambito editorial: Guillermo Huerta rehizo las
mas de 300 figuras que incluye el libro; José Luis Acosta tuvo a su cargo el cuidado de la
edicion y, junto con Erick Camarillo, formé el libro. Destaca, en comparacion con el
disefio de otros libros cientificos, el excelente trabajo tipografico por el empleo de fuentes
Opticamente adaptadas al cuerpo de la letra y de caracteres trazados especificamente
para esta obra. (En la resefia escrita por Brian E. Blank (2001) se sefialan algunos detalles
de la segunda edicion en inglés y se incluye una critica general sobre la aportacion de lan
Stewart.) Es menester enaltecer la labor de estos tres profesionales de la edicion
particularmente por la situacion imperante en el dmbito editorial de nuestro pais, siendo
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bastante notoria la improvisacion. Se llega al extremo de que de la noche a la mafiana
aparecen «editores» que a lo mas tienen una idea vaga del significado de este término (a
veces se lo adjudican a si mismos simplemente tomandolo del inglés «editor» y hasta lo
confunden con el de «compilador), ademés de que desconocen los diversos aspectos de
las distintas etapas del proceso editorial; es comun que quienes bajo estas condiciones se
encargan del cuidado editorial de libros, por su misma ignorancia, no tengan la preocupacion
de buscar los medios adecuados para prepararse en la profesion editorial.

Se debe leer a los maestros

Se ha divulgado que para cuando Niels Henrik Abel (1802-1829)
ya era reconocido como un matematico extraordinario a edad muy
temprana, le preguntaron como lo habia logrado tan rapido y que habia
respondido: “Estudiando a los maestros, no a los discipulos” (Bell, 1986,
p. 308). En una publicacion mas reciente esta reportado que en el margen
de uno de sus cuadernos, Abel escribid: “Me parece que si se quiere
lograr progresos en matematicas, uno debe leer a los maestros” (Swetz
etal., 1995, p. vii). N. Henrik

El libro escrito por Courant y Robbins, ;Qué son las matematicas?, seguira siendo
atil, especialmente a quien inicie sus estudios de matematicas a nivel universitario, para
colocarse en el camino sugerido por Abel, el matematico mas destacado de Noruega.
Por supuesto, la nueva version en castellano de ;Qué son las matemdticas? no esta
exenta de «erores» ni de «eratas»: Errare humanum est.

Agradecimiento

El autor de este ensayo agradece a Carlos Torres Alcaraz su informacion y sus
comentarios acerca del documento publicado sobre la entrevista que Warren Page hizoa
Herbert Robbins en 1982.

Referencias

Bell, E. T., 1986/1937, Men of mathematics, Simon & Schuster, Nueva York.

Blank, B. E., 2001, Resefia de R. Courant y H. Robbins, What is mathematics? An elementary approach
to ideas and methods (2a ed., revisada por lan Stewart), Oxford University Press, Nueva York, 1996,
Notices ofthe AMS 48, 11, pp. 1325-1329.

ATEIS2TIS09814268934363 7282064836 TSR5059TI 34200286345 3039485761 232534775650393761 234 567RU00RTHS43 21 342564 1003RATS65 TS TS 1 1980964 554685959

39




laberintos e infinitos

Bulnes, F., 1991, Las grandes mentiras de nuestra historia. La nacién y el ejército en las guerras
extranjeras, Direccién General de Publicaciones del Consejo Nacional para la Cultura y las Artes,

México (Coleccion “Cien de México™) [Publicado originalmente por Bouret, México, en 1904.]

Courant, R. y H. Robbins, 2002, ;Qué son las matematicas? Conceptos y métodos fundamentales
Fondo de Cultura Econémica, México. [Version en castellano de la 2a ed. en inglés (1996); Prefacio y
Avances recientes: Ian Stewart. ] -

Page, W., 1984, “An interview with Herbert Robbins,” The College Mathematics Journal, (15, 1), pp. 2-
24,

Proclus, A commentary on the first book of Euclid’s Elements / Proclus, Princeton University Press,
Princeton, 1992, (2a ed.), [Int., notas y trad. al inglés de G. R. Morrow; prefacio de I. Mueller].

Romberg, T. A., “Problematic features of the school mathematics curriculum,” en P. W. Jackson
(comp.), Handbook of research on curriculum, a project of the American Educational Research
Association, MacMillan, Nueva York, 1992, pp. 749-788.

Séance du 11 nivose an V (31 décembre 1796), Procés verbaux des Séances de I’ Académie, tenues
depuis la fondation de I'Institut jusqu’au mois d’aoft 1835. Tomo I, Hendaye, 1910, p. 155.

Schubring, G., 1992, Sobre la metodologia del anélisis de libros de texto histéricos: Lacroix como autor
de libros de texto, Mathesis 8, 3, pp. 273-298.

Swetz, F., J. Fauvel, O. Bekken, B. Johansson y V. Katz (comps.), 1995, Learn from the masters!, The
Mathematical Association of America, Washington, DC.

Nota. A propésito de la reciente edicion en espafiol, por parte del Fondo de Cultura Econdmica, del
clasico de la literatura en mateméticas What is Mathematics?.

* Articulo también publicado en el boletin de matematicas de la UNAM, Numero 111, Julio 2003.

4783527350981426893456372829648567585959733420928634530394857612325347756503937612345678909876543213425643993847565757511980964554685959

40




reloj o perfecta sincronia
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Hace algunos meses publiqué para la revista Opcion un articulo titulado «;Cuantas
matematicas necesitamos, cuantas aprendemos y cudntas usamos?» (Hernandez, 2005).
Entre otras cuestiones, sefialé al hecho de que muchos profesores del ITAM (lo mismo
sucede en otras universidades alrededor del mundo) se enfrentan al problema de que sus
alumnos no son capaces de aplicar los conocimientos y habilidades aprendidos en sus
clases de matematicas a problemas propios de sus carreras.

Por ejemplo, entrevisté a un profesor del departamento de computacion que se quejaba
de que sus alumnos no aprenden a pensar o razonar de manera que puedan usar sus
conocimientos matematicos para resolver problemas; saben derivar funciones y multiplicar
matrices - decia él - pero eso no les sirve de mucho cuando se enfrentan a problemas
«reales». Otro profesor del departamento de matematicas esta de acuerdo en que un
problema grave es que muchos alumnos aprenden a mecanizar en vez de aprender a
pensar. Cuando entrevisté a otro profesor que impartia en esa fecha una materia de cuarto
semestre para matematicos aplicados y actuarios, ¢l se mostraba preocupado por los
indices de reprobacion en su curso y, atin mas, por la falta de interés de sus alumnos por
la materia, a pesar de sus esfuerzos por motivarlos y hacer su clase amena e interesante.

El presente articulo tiene como finalidad estimular el interés de la comunidad matematica
del ITAM por la discusion de este problema que creo, es de vital importancia. Como
trataré de mostrar aqui, la solucion va mas alla de solamente cambiar los contenidos de
los programas de estudio, incluyendo mas temas o elevando la formalidad matematica
con que €stos son ensefiados.

Por ejemplo, a los ingenieros en computacion se les esta dando ahora la oportunidad
de tomar sus materias de matematicas junto con los alumnos de matematicas aplicadas y
actuaria, en vez de tomar las materias de mateméticas para ingenieria que fueron disefiadas
especificamente para ellos. Una de las razones de ser de esta accion es que asi los alumnos
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ngenieria que opten por la primera opcion podran elevar su capacidad de abstraccion
do que el rigor matemético es mayor en las materias para matematicos y actuarios) y
10 consecuencia, se asume que podran aplicar de una manera mas amplia sus
ocimientos a la solucion de problemas. Pero... (Qué sera de los alumnos que elijan
ar las materias de matematicas para ingenieria? ; Estaran éstos destinados a no aprender
yensan» sino s6lo a mecanizar, resultando esto en su inhabilidad para usar eficientemente
matematicas? Y si se hiciera obligatorio para estos alumnos el tomar las materias de
ematicas para matematicos aplicados y actuarios con la finalidad de «elevar» su nivel
natematicas, entonces nos enfrentariamos al problema que, en primer lugar, dio origen
s materias de matematicas para ingenieria, que fue el que esta clase de alumnos
rentemente no podian con la carga de formalidad matematica de estas materias, y
10 consecuencia, sumotivacion para estudiar matematicas era casi nula. La solucion al
ma que presenta esta situacion requiere, en mi opinion, planteamientos bien informados,
ecialmente en el area de Educacion Matematica.

En la actualidad existen numerosos estudios en esta disciplina que muestran que la
sferencia de conocimientos y habilidades adquiridos en la escuela a otras situaciones
mo a otras disciplinas del conocimiento, a el trabajo o a la vida diaria) no se da tan
ilmente como comunmente se piensa (Lave, 1988, Carreira et al., 2002, Straesser,
6). Boaler (2000, mi traduccion) dice:

«Cuando los maestros fomentan que los estudiantes pasen tiempo en sus clases de
matematicas practicando procedimientos estandar, esto generalmente refleja laidea
asumida de que tales procedimientos seran interiorizados y estaran listos para su
uso en cualquier otra situacidn, como en un examen o en el trabajo. Estudios han
demostrado ahora que tal transferencia es extremadamente rara, pues nuevas
situaciones proveen toda una red de relaciones con las que los individuos interactiian»

(p-2)

Aprender matematicas no es tan facil como resolver 100 ejercicios y problemas sobre
tema, y creer que con esto nuestros alumnos seran capaces de transferir sus
ocimientos, aplicdandolos a una multitud de nuevas situaciones. Aprender matematicas
es tampoco, como alguna vez escuché, solamente cuestion de «empezar», como quien
wienta a la alberca para aprender a nadar, pues las cifras de reprobacion muestran que
1n hecho que multitud de alumnos se «ahogan». La motivacion de los alumnos no
de ser estimulada con soluciones simplistas de este tipo.
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Recientes investigaciones
apuntan a la gran importancia
que el contexto socio-cultural
tiene en el aprendizaje de las
matematicas. Magajna (1997)
sefiala al hecho de que en raras
ocasiones la manera en que las

@

En una reunién de las mentes mds brillantes, se
les planteé el siguiente problema:

“;Cudnto es 2 + 27"
El Ingeniero saca su calculadora, teclea por unos
momentos y finalmente anuncia: “3.99".
El fisico consulta sus referencias técnicas,
programa el problema en la computadora y
anuncia: “estd entre 3.98 y 4.02”.

matematicas son usadas en la
escuela es la manera en que
éstas son usadas en otras
situaciones, por ejemplo, en el
trabajo; las «matematicas de la
escuela» son distintas a las
«matematicas del trabajo».
Cada una de estas actividades
matematicas estd intimamente
ligada al contexto donde se da
(Magajna y Monaghan, 2003).
De ahi que ahora se hable, por ejemplo, de las «mateméticas de los ingenieros» (Bingolbali,
2004), o de las matemdticas de otros grupos o «comunidades» (Pozzi et al, 1998), pues
cada una de estas «comunidades» desarrolla conceptos particulares asociados al contexto
. donde la actividad de aprendizaje se desarrolla. Asi, «2 + 2» no significa lo mismo para
distintas personas que son miembros de comunidades diferentes. Sin embargo, muchos
profesores tienen la idea de que «el célculo es el calculo», queriendo decir que para
aprender matematicas no importa el contexto; la idea — segiin estos profesores — es
«abstraer» los conceptos y procedimientos matematicos lo mas posible, despojandolos
de todo referente concreto que los ligue a alguna situacion particular, para poder entonces
aplicar estas «abstracciones» a diversos problemas. Sin embargo, en sus estudios sobre
las matematicas de enfermeras, banqueros, pilotos aviadores y otros profesionales, Noss,
Hoyles y Pozzi (2000) encontraron que los conocimientos matematicos de estas personas
estaban profundamente ligados a la actividad laboral que desempefiaban, tanto es asi que
estos investigadores forjaron el concepto de abstraccion situada, con el cual intentan
describir el fenémeno que se da cuando una persona trata de abstraer un concepto, pero
al mismo tiempo éste siempre esta ligado a una situacion concreta. Parece ser que la idea
de que es posible abstraer un concepto sin ningiin referente concreto (un ejemplo, una
aplicacion, una situacion, una gréfica, etc.) para luego «transferirlo» autométicamente a
otras situaciones o aplicaciones, es equivocada.

El matemadtico reflexiona por un momento,
desligado del resto del mundo, y anuncia: “No sé
la respuesta pero jpuedo probar que existe!”.

El fildsofo se toca la barbilla por algunos dfas y
finalmente pregunta: “; Exactamente que quiere
decir por 2 + 27"

Finalmente, el contador cierra puertas y
ventanas, mira alrededor cuidadosamente y
pregunta: “;Cudnto quiere que sea la respuesta?”

Por Helen Arney (mi traduccicn), tomado de:
hup://www.simonsingh.net/Joke_Competition.html
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De manera que, jpor qué los estudiantes de computacion, por ejemplo, deben aprender
las mateméticas de los matematicos y no las mateméticas de los comput6logos? Pero mas
importante aun, ;,como lograr que las matematicas de los computologos reflejen mejor las
matematicas de la vida laboral a la que se enfrentaran mas adelante y para la cual la
universidad supuestamente los esté preparando? Tal vez ahi reside el problema de por
qué nuestros estudiantes no se sienten motivados al estudio y uso eficiente de las
matematicas.

Muchos investigadores sugieren que un factor fundamental en la manera en que los
estudiantes aprenden matematicas es la «identidad» o relacion que éstos desarrollan con
las mateméticas (Hernandez, 2005; Boaler, 2004). Una idea de que las matematicas son
ttiles s6lo para aprobar examenes crea en el alumno una identidad en la cual la mecanizacion
ser4 el elemento constante. Sumotivacion por entender y encontrar relaciones con otros
conceptos (matematicos o no), y asi poder hacer uso de sus conocimientos, seré limitada.

Durante los afios en que fui profesor del departamento de matematicas del ITAM,
desarrollé y utilicé en algunas de mis clases actividades especialmente orientadas a la
discusion y negociacion de significados de diversos conceptos matematicos y a la bisqueda
de relaciones (similitudes y diferencias) entre diversas situaciones (el disefio de estos
ejercicios fue en muchas ocasiones mas allé del «temario oficial», y requiri6 del uso del
ingenioy de la dedicacién de muchas horas de investigacion); puedo decir con seguridad
que actividades de tal tipo tienen la posibilidad de afectar de manera positiva la motivacién
de los estudiantes y, como consecuencia, de modificar favorablemente la identidad que
estos alumnos han desarrollado por afios en relacion a las matematicas.

Creo que es hora de dejar de pensar que «el calculo es el cdlculo» y que los alumnos
son capaces de «transferir» con facilidad (casi automaticamente) conocimientos y
habilidades matematicas; esta forma de pensar sélo estimula en muchos alumnos la
mecanizacion y no ayuda en mucho a la motivacion ni al aprendizaje eficiente de las
matematicas. Mi opinion es que hay que empezar a cambiar nuestras practicas educativas.
El éxito de ello depende de que comprendamos que el aprendizaje de las matematicas
obedece a muchos factores de tipo socio-cultural, y no solamente (si acaso) a la habilidad
personal de los alumnos. Estos factores influyen en como nos aproximamos a las
matematicas, nuestra identidad con respecto a ellas, y el uso que de ellas hacemos. Este
es un problema complejo, y por lo tanto no podemos dar soluciones simplistas. Las
soluciones vendran de la participacion de todas las comunidades involucradas y de que
éstas hagan propuestas bien informadas.
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reloj o perfecta sincronia

Espero, sinceramente, que este articulo sirva como principio y base de estas propuestas
en la comunidad matemética del ITAM. Nuestros alumnos lo merecen.
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laberintos e infinitos

;Sabes que es el CIMAT?

£ El Centro de Investigacién en Matematicas, A.C. (CIMAT),
ol \ fundado en la ciudad de Guanajuato en 1980, forma parte del Sistema
tﬂ I *fr de Centros CONACyT. Su objetivo principal es fomentar la investigacion,
F:?ﬁ?f el estudio, el desarrollo y la difusion de las matematicas, asi como sus
- aplicaciones en las diversas areas de qué hacer cientifico y tecnoldgico.
Esta dedicado a la generacion, transmision y aplicacion de conocimientos
especializados en las dreas de matematicas, estadistica y ciencias de la computacion.

Actualmente, el CIMAT constituye uno de los centros de investigacion mas
importantes del pais. Su constante buisqueda por alcanzar el equilibrio entre las matematicas
basicas y las aplicadas - aunada a las labores de vinculacion y transferencia tecnolégica
con los sectores productivo y social, otorgan al CIMAT un caracter muy singular.

El CIMAT cuenta con personal académico del mas alto nivel, dedicado a las
actividades de investigacion de frontera, de formacion de recursos humanos en los niveles
de licenciatura y posgrado, y de vinculacion con los sectores social y productivo.
Académicamente el Centro esta organizado en tres areas: Matematicas Basicas,
Probabilidad y Estadistica y Ciencias de la Computacion

Los grupos de investigacion del centro mantienen una fuerte interaccion con
instituciones similares de México y del extranjero, por lo que un flujo constante de
distinguidos visitantes enriquece su vida académica.

Los programas de licenciatura (en convenio con la : d de Guz
posgrado, considerados de alta calidad, cuentan actualmente con més de 200 estud:antes
que provienen de casi todo el pais e incluso del extranjero. Las maestrias y doctorados
que se ofrecen en el Centro, estan registrados en el Padron Nacional de Posgrados de
Excelencia del CONACYyT.

Visita su pagina de Internet y entérate de mas detalles, asi como de nuevas
publicaciones en el mundo matematico.

www.cimat.mx
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un paseo por el quéhacer

(Qué es la AMA?

La Asociacion Mexicana de Actuarios A.C. cuenta con una
trayectoria desde 1962 y se ha perfilado como una institucion sélida y
abierta, que actualmente ejerce una fuerte representacion del gremio /
ante las autoridades y organismos internacionales. Es la asociacion de
profesionistas mas antigua del sector asegurador mexicano.

Los primeros inicios se dan en julio 16 de 1937 con el Instituto Mexicano de
Actuarios fundado con 14 socios. Esta primera asociacion se forma de un grupo de
funcionarios de compatiias aseguradoras que fungian como actuarios y analistas de riesgos,
dada la labor que desarrollaban, pero con carreras afines como son ingenieros civiles,
ingenieros agronomos, contadores y cuatro actuarios extranjeros.

En 1946 se funda la carrera de actuario en la Universidad Auténoma de México
la cual crea'y enmarca las pautas para la obtencion del titulo de Licenciatura en Actuaria
en México. Posteriormente, se incorpora la carrera de actuario a otras universidades
como son la Universidad Andhuac (1969), ENEP Acatlan (mediados de los 70°s) y el
[nstituto Tecnolégico Auténomo de México (ITAM), Universidad Andhuac del Sury la
Universidad de las Américas (principios de los 80’s) y recientemente en la Universidad
Auténoma de Guadalajara.

Es asi como el 2 de agosto de 1962, con el establecimiento de un poco mas de
40 compaiiias de seguros en México, se funda la Asociacion Mexicana de Actuarios,
A.C. con la participacion de 17 miembros fundadores siendo la primera Mesa Directiva
encabezada por los Act. Fernando Ocampo Crespo, Act. Kurt Vogt y Act. Camilo
Reynaud.

Desde entonces la AMA ha organizado conferencias, pléticas y eventos mensuales,
dirigidos a la capacitacion, actualizacion, convivencia y reunién, de los agremiados. De
igual forma, se organiza un Congreso cada dos afios donde participan expositores
nacionales e internacionales con temas de actualidad y foros de discusion.

Visita su pagina en Internet y entérate:

WWW.ama.org.mx
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} _ ’ ' : laberintos e infinitos
~ EL BESO PRECISO (Sir Frederic Soddy, 1937)

Pueden besarse los labios, dos a dos,
sin mucho calcular, sin trigonometria;
mas jay! no sucede igual en Geometria,
pues si cuatro circulos tangentes quieren ser
y besar cada uno a los otros tres,
para lograrlo habran de estar los cuatro
o tres dentro de uno, o alguno
por otros tres a coro rodeado.
De estar uno entre tres, el caso es evidente
pues son todos besados desde afuera.
Y el caso tres en uno no es quimera,
al ser éste uno por tres veces besado internamente.
Cuatro circulos llegaron a besarse,
cuanto menores tanto mas curvados,
y €s su curvatura tan sélo la inversa
| : de la distancia desde el centro.
| Aunque este enigma a Euclides asombrara,
| ningunaregla empirica es necesaria:
al ser las rectas de nula curvatura
y ser las curvas concavas tomadas negativas,
la suma de cuadrados de las cuatro curvaturas
- esigual aun medio del cuadrado de su suma.
Espiar de las esferas
los enredos amorosos
pudiérale al inquisidor
requerir calculos tediosos,
pues siendo las esferas mas corridas,
amas de un par de pares
una quinta entra en la movida.
Empero, siendo signos y ceros como antes ‘
para besar cada una a las otras cuatro,
El cuadrado de la suma de las cinco curvaturas
ha de ser triple de la suma de sus cuadrados.
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