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laberintor e infinitos

Editorial

Creacion

El laberinto se despierta otra vez v se escucha el tem-
blor de su tierra. Sumemornia le pide llenar los vacios,
Con colores desconocidos se levanta, cruje y la llama,
Ella 1o siente, se resiste 2 1r a lo desconocido pero su
curiosidad inevitable ka [leva hacia él.

Ella es toddas las formas, colores, texturas y so-
nidos, Con sus pies de sal lotoca por primera vez, El
laberinto se transforma, se deforma y se incorpora; co-
mienza 4 cubrir sus espacios con todas las figuras qoe
ella crea

Todas las formas se vuelven parte de €l fun-
diéndose en caminos visuales, musicales, compuestos
de distintos clementos, para dar lugar al mundo en que
VIVETION,
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epixiola de la clencia

Sobre la botella de Klein y algunos de sus

“amigos™

Dy Serpilo Moclax
Trgriven o e Matesciricas, UNAM
R iRt ETIT S, WL R

Ulna de las principales caracteristicas de los cientificos es la “curiosidad™, la
¢ual los lleva a hacerse proguntas v éstas a desarrollar téenicas par resol-
verlas, asi como crear “nuevos” objetos de estudio a partir de los ya cono-
cidos, En particular, los matematicos investigan sus objetos con la “estnc-
tura matermdtica™ de la cual disponen. Una de las ramas de las matematicas
es la fopologia. Para describirla, transeribimos lo que AW, Tucker y H.
5. Bailey dijeron en 1950 [3]:

“La topologia es la rama de las matemdiicas
que traia de las propiedades de posicion

que son Irvarianies por cambios en famafio
@ forma. Sus olyelor estan consithuidos

por superficies, redes y muchas oiras
Jiguras, Tal ver el modo m{i:.'_.l'E'rL'i'J' e definir
propiedades topeldgicas consiste en

decty gue son propledodes geomeiricas

gue permanecen inmutables a pesar

de estiramienios o encorvamientos.

La topologia estd lena de paradojas
aparentes ¢ imposibilidodes aparentes
¥ ex, probablemente, mds divertida

que cualguler otra rama de las matemdticas "

Pensaremos que los objetos geométricas que consideraremos en este trabajo
ealin hechos de un hule muy maleable, lo cual nos permitica estirarlos o encogerlos. A las
partes mas pequefias € indivisibles de los objetos las llamaremaos paofos.

LUna de las técnicas usadas en topologia s la de pegado, formalmente llamada
identificacidn, la cual consiste en “pegar " puntos de uno o varios objetos utilizando
reglas especificas.
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laberintos e infinitos

Por ejemplo, supongamos que tenemos dos rectangulos y que los queremos pe-
gar por uno de sus lados. Notemos que lo que resulta es un rectingulo “mis grande”, lo
cual gignifica, desde el punto de vista topolagice, que no se ha obtenido nada nuevo.

e

Ahora supongamos que tenemos um rectingulo v que deseamos identificar todos
los puntos de un segmento de recta paralelo a sus lados v qoe erza todo el rectingulo en
une solo, Notemos que, en este caso, lo que se obtiene es dos triangulos pegados por
une de sus vértices. Observemos que, en esta ocasidn, si se obtiene un objeto distinto al
micial, pues 51 quitamos el vértice comun de los tridngulos lo que nos queda tiene “dos
piezas”, mieniras que si quitamos cualquier punto del rectingulo siempre obtendremos
algo de “una sola picza™,

Supongamos nuevamente que tenemos un rectingulo, esta vez de “alivra”™ uno, y
gue gqueremos pegar €] lado izquierdo con el lado derecho. Motemos que hay dos mane-
ras de hacerlo. Una de ellas es identificar los puntos del lado zquierdo con los puntos del
lado derecho que estan a la misma “altura”, obteniendo un cilindro,
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La otra manera es girar el lade rzquierdo 180 grados v luego pegar los puntos del
lado rzauierdo con los del lado derecho,

El objeto que resulta de este proceso se llama bandls de Mvibius (Descubierta en
| 8BS por el matematico alemdan A, F. Mahius). Esta banda resulta ser un objeto que tiene
solamente una cara. Por mis vueltas que le demos a la superficie siempre encontraremos
una tnica cara continua y un solo borde (ndlese que el cilindro tiene dos caras y dos
bordes). Tiene, ademas, la siguiente propiedad curiosa: si cortamos la banda a lo larpo de
una linea trazada sobre ella, por su mitad, v “paralela™ a su borde, lo que resulia es un
ohjeto de juna sola pieza! Invitamos al lector a que haga dicho experimento v 8¢ conven-
za de lo que se afinma. Esta propiedad ha side expressula en un pequefio poema:

A mathematician confided
Fhe Mdabins band fs one—sided,
And you 'll get quite a laugh
{f vou cut one in halfl
Far it siays in oné plece when divided.
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lnberintor e infinilox

(Lin meatematico susurvo
Chie Ta banda de Mobiux tiene wra sola cara,
Y que ti relrds mucho
& fa cortas por la mitad,
Pues v¢ queda de wna pleza al dividirla)

Ahora supongamos gue queremaos pegar los cuatro lados de nuestro rectingulo.
Tenemos, esencialmente, cuatro maneras distintas de hacerlo. La pnmera seria identificar
los cuatro lados en un solo punte obieniendo, como resultado, una esfera,

Las ofras tres maneras consisten en pagar los lados paralelos como se indica, con
flechas, en las sipuientes figuras:

. — | r

Consideremos primero la figura de la tzquicrda, Al pegar los lados horizontales
obtepremos un cilindro. Luego tenemos que pegar las dos circunferencias en la forma que
mdican las flechas. Al hacer esto, resulta que hemos construido una “cédmara de llanta™. A
este objeto se le conoce con el nombre de joro,
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Ahora pensemos en la figura de en medio. El ohjeto que se obtiene se conoce
como la botella de Klein (inventada en 1882 por el matemdtico alemdn F, Klein). E]
primet paso de la constroceion es igual que en el caso anterior. Se identifican los lados
horizontales para crear un cilindro. Notemos que, ahora, hay un pequefio problema, pes
las circunferencias que necesitamos pegar tienen sus flechas en sentidos opuestos. Esto
nos impide hacer un pegado “directo” como en ¢l caso del toro. Una forma de “solucionar™
este problema y tener una representaciion en el espacio tridimensional es hacer un pequefio
agujerocn el cilindro, cerca de una de las cireunferencias, v por alli meter el oiro extremo
del cilindro. D esta manera, la orientacion de las flechas si coincide y podemos pegar
ambas circunferencias.

Aqui hemos hecho trampa, ya que cortamos un pedazo de nuestro espacio.
Realmente, |a botella de Klein “no vive" en el espacio tridimensional que nos rodea, pero
sl vive™ en el espacio equivalente de cuatro dimensiones (esio es, en tal espacio podemos
hacer el pegado de las circunferencias sin necesidad de cortar ningtin pedazo de 1a botella).

Un hecho curioso es que 1a botella de Klein se puede obtener pegando dos bandas

de Misbius por sus bordes, Para convencerse de esto, basta hacer un corte transversal a
lia botella,
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El rincon del humor

Este hecho ha sido expresado en un pequefio poema:

A mathemetician nomed Klein
Thought the Mabius band was devine
Seriel he, “If vou glue
The edmes af hia,

You il mer a weird bottle like mine”,

{Un matematice Homado Klein
Piensd que la bhanda de Mabius era diving
Difa &1: "Si tu pegas
F.os bordes de dos,
Obtendrias una exirafa botella como [a mia )

La descripcian del pegado de |a figura de la derecha es mas complicada. Lo que
resulta e lo gue ge conoce como el plano provective.

Tanto la banda de Mibios como la botella de Klein y el plano proyectivo son
ejemiplos de “superficies no orientables™, la primera con borde v las otras dos sin €L E|
lector interesado en saber un poco mds sobre superficies puede consultar [1] v [2].
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Las que enticnden nimero bmanas
v las que no.

. 7 Cuil es el animal que tiene entre 3 v 4 ojos?
El p1-ojo.
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e y la trascendencia

oo fenocin Barvagdn Cordov
Licenciaturg en Matematieas A plicadas, TTAM,
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;Qué es un niimero trascendente?

Pata nuestro propésite dividiremos a los nlmeros reales en dos clases de nimeros:
algebraicos y trascendentes, Los nlimeros reales trascendentes se definen por oposi-
cidn o coniraste a los algebraicos, es decir, un nikmero real es trascendente sinoes
algebraico, Por otra parte, un nimero es algebraico si es solucion de la siguiente ecuacein:

ax"+a,_x"" +--+a, =10,

para alpunos a,,4,....a, € Z. Enotras palabras, los nimeros algebraicos son aquelios

que son raices de polinemios con coeficientes enteros donde el término independiente
() no necesariamente es diferente de cera,

Es ficil dar cjemplos de mimeros algebraicos, por ejemplo, los mimeros con que
contamas (nlimeros naturales), sus negativos, las fracciones, efe. Pero un ndimero algebraico
puede también tener una forma muy complicada, por ejemplo:

57 10— 9— L+ 2 430 -TE—8204 7

Breve Resefia Histdorica

En el siglo XVTII no se realizd un esfuerzo real para aclarar el concepto de nimero
irracional aunque se hicicron algunos progresos. Alrededor de 1737 Leonhard Euler
micistrd gue bos nlimeros £ y & son imacionales mientras que Johann Lambert, motivado
por encontrar la cuadratura del circulo, hizo ko propio con 7. 5in embargo no seria sino
hasta finales del siglo XX que s2 demostrara que dichos niimeros son irascendentes. Los
niimeros frascendentes no pueden ser vistos como raices de polinomios de coeficientes
enteros cuvo término libre se puede suponer distinte de cero y fueron llamados asi por
Euler quien dijo: “ellos trascienden el poder de los métodos algebraicos”

La distincién entre nimeros algebraicos (entre los cuales, reiterando, estin todos
los racionales y algunos irracionales) v trascendentales fue claramente reconocida por
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Euler en 1744, Conjeturd que ¢l logaritmo
en una base racional de un nlmero racional
debia ser racional o jrascendente! Sin em-
bargo en su época no g8 l6gri mestrar que
existian nimers tras¢endentales, Asi, este
problema permanecid abierto sin respues-
ta por alrededor de un siglo.

A finales del siglo XVTII, en distin-
tos trabajos donde se necesitaba la resolu-
cidn de ecuaciones, se revelo que no todos
loxs nibneros algebraicos nracionales se po-
drian obtener con operaciones algebraicas
en nlimeros racionales. Esto renovo el inte-
rés por saber i existian nimerns trascen-
dentes. Asi el problema de si e o & eran
trascendentes o algebraicos continuaba
atrayendo a los matematicos.

El problema de la existencia de los
niimeros trascendentes fue finalmente re-
suelto en 1844 por Joseph Liowville, quien
mastrd gue los nimeros de la forma

. T B 8

o 10 107
donde losa con i=1, 2, ... son arbitrania-
menke enteros entre 0y 9, son trascenden-
tes, Liouville también mostro criterios mas
generales par encontrar nlmeros trascen-
dentes pero atn no resolvid el problema de
51 /¢ 0 € 50n trascendentes,

La trascendencia de ¢ fue proba-
da por Charles Hermite en 1873, Pero
Hermite desistid del intento de probar Ia
trascendenciade . Sin embargo, poste-

riormente Ferdmand Lindemann wtilizanda
un argumento en csencia idéntico al gue
Hermite usd para mostrar la trascendencia
de ¢, mostrd en 1882 que & tambicn éra
trascendente, La proeba de que 7 es tras-
cendente puso fin a uno de los problemas
mids famosos de construcciin geométrica.

Actualmente se sigue desconocien-
do la trascendencia de algunas constantes
Ffamosas, Lamdsselevante de ellas es un
nimero muy otil en el estudio de algunas
funciones muy importantes en el andlisis
matematico: fa afamada ¥ de Euler, Este
nitmero se define como:

y=lim, ,_[1+ ! +--+L+logn)

y 5 ha conjeturado que ¥ = 0.577216 se
trata de un niimero trascendente, pero loy
laureles atn esperan a quien resuelva este
problema.

Recordemos jQué es o7

El primer esmadio sistematico del nimero e,
junto con el nimero 7, s divulgaen 1748
con la publicacion de fntroductio in
Awnalysin Infiniferum del prominente ma-
tefiftico Buler En ese libro por primera vez
se muestra Hmo una sume infiita que
crece mondtonamente se puede usar para
defimrun nuevo nimero real.

Para definir al niimero e wtilzando,
precisaments, una suma infinita es necesa-
ria introducir antes el concepto del factorial
de un niimern. Se denota al factorial del mi-
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mero natual 7 como m! ¥ se caleula de la siguiente manera;
mi=na=1==n-ln—=1)-1-00
donde por convercion O = 1. Por ejemplo, s1 pretendemaos calcular n con n = 5 tendria-
MIOS qUe;
M= dl=-v=54- 32 L = 120
Podemos notar inmedistamente que 2° « 5 cuando g > 3. Veamos la elemental prucba
e este hecho, Lo demostiscion se hace por ina ieemoa muy usual; la mduccion matemé-
tica', Caso boseopaso 1:n=4, 2* =16 < 24 =4

Para hacer induceidn suponemos que el resultado es cierto para n = m, hay que
usar como hipdtesis que 2M<ml y probar que 2™*! < (s + 1) Mostremos entonces esto
aftimo: 2™ =2.2% 2 gl {m+ 1) ml=(m+1)] dedoque 2 <3 < m. Habiendo
ast introducido el concepto del factorial de un mimeno estames listos para definie 4l nime-
o e o constante de Euler de la stpuignte manera:

Ll | | L 4 i
2= iy T it ul s
Camo sabemos que 20< gl para = 4 podemos estimar el valor de ¢ para asegurar

gue la suma que lo define no sea igual a infinito.

Procediendo & efectuar dicha cstimacion tenemos que por una par-
te, 1 +14 4 =25<e.
Adernes:

e=l41el/6+Y " 1

<l+141/6+3

i

£ 0 R T

el 7

L+I+I.-'{i+!',-2=2.?92

Tenemos, por lo tanto, que 2.5 < e < 2.792 de donde resulta gue e o= distinto qie
infinito. Ahors que ya sabemos qué &4 ¢ mostremos que no es un hitmers racional, esto
s que no lo podemos eseribir comd una fraccion o/, donde p vy gson ninmeras enferos.

! Em ess tlpo de demodinssion se boma o caso base, se pone por Eiphiesis o coso peneral ¥ose TR 96 g far-
liendo de &sin ee conchina  que 8l enuneinda e verdadien pacs @ nimen sairnl conseoetive,
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Proposicion: ¢ €8 Irracional.
Prucha:

Primero estimemos el valorde (e- 5 ), donde 5, = Z” i

syl 11!
= . 1 Sl
£ '!'Im T il {+2]! +

= | I 1 +---

{re+fil Lans + (i dr?

— TmdD) A mfi

Comoa> 5.- WmeNsebenoque D<e~5 < !” - Supongamos que e es racional,

enionees & =1u-"qr donde poge N Luegogle vy g! S'.' S0M enferas pero por la estimacion
realizada (0 < gl{ e- Sﬂ;}{ Lig =1, Esto implica que hay un entero entre O v 1, locual es
g contradiec idn. 0o

Se expondrin a continiaeion algunos de los puntos mids importantes utilizados en
la demiostracion simphficada de David Hilbert deque e es un niimero trascendente para
presentar, posteriormente, un esbozo de ella. En esta demostracidn se emplea una fun-
cion conocida como la funcidr gama

I'ix) = fr"'e"dr,

[RT brevedad gilo se presentardn ¥ comentarian algunas de las propiedades de esta inte-
resante funcidn

Proposicidn. {Propiediades de la foncién Gama,)
{a) T} es contimua,

(b} Tlx41)=al(x).

@ Nie+li=nl,paran=123..v I'(H=1.

(d} log () es convexaen (0, )

Para probar [a proposicion anterior se requieten tres lemas: El primer Lema nos

dice; "SI f{ x.r) és continua en x entonces F(x) =} f(x,.dt es contimia siempre
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lahertntos e mfinitos

gue la infegral exista”'. Dicho Lema se usa para mostrar ¢l
incizo (a) de la proposician, Habria que ver primero que la
integral que definea ' x) es unniimero real { finito desde le-
go) para cada x que consideremos. El segundo lema que ne-
cesitamos ¢s el que indica cudndo podemos extender el teo-
rerma de integracion por partes para [as infegrales impropias.
Esto es cuande el intervalo de integracidn no esti acotado.
Este lema se emplearia para mostrar la parie (b) 1a coal imgli-
ca al inciso (), Elercero y altime lema es la importantisima

CHte Heilder desigualdad de Holder. Aunque emumeiarla como lema (debi-
do a que en esta demostracion s6lo se usa para mostrar el inciso (d)) le resta importancia,
esta desigualdad tiene una vasta cantidad de aplicaciones.

La desiguoldad de Halder (Para la integral de Ricwann).

: . e . 4
Sea (. §) un intervalo real no necesaramente acotado. m_L fix) dx v L glx) " dx

# %
existen, donde 0 < p <= v |+, =1, Entonces _L {f+ g ¥ x}dx existe ¥ ademds

F @

E‘ (f - )x)dx < [E’ Fix) Fn{r]”" 3 il;‘r 200" dx ]w

Finalmente, antes de dar el bosquejo de como seria la prueba de [a trascenden-
cia de e, hagamos un comentario sobre la propiedad de I'(-) tratada en el inciso (d).

Decimos que una funcidn f es convexa si para cada pareja x, ) n ¢l dominio de
F se tiene que fAc+(1- Ay A (x)+(1=4) f(y), donde 0< A <1].5iuna fim-
cidn es log-convexa entonces es muy suave, esto es que se puede denvar tantas veces se
quiera y la derivada resuliard continua.

Enunciemos entonces el teorema de la trascendencia del nimero e y esbocemos
su prucha.

Teoreman: & g5 tmscendenie

La prueba se hace por contradiccion, esto es, se postula que ¢ no es rascendente y se
llega & una incoherencia.

epistola de Ia ciencia

51 suponemos que e no s trascendente enlonces exisle un polinomio tal que
ae +-ae+a,=0a,=20 (*)
para algunos enteros a,,..a . Lo que se hace ahora es aproximar de manera simultinea a
¢ ¢%,....¢" por racionales y niimeros pequedios. De tal manera que M M| .., M, son ente-

s _ M P Mate, n M
I8 Y €,,...,E, SO niimeros pequefios, tales que e = "™ o' =T 8" = N0

Sustituyendo estos valores en (*), multiplicando por M y agropando terminos obtene-
mos que [a,M +a M, +---+a M |+ g+ -+ a, ]=0 "

La contradiccion se va a oblener porgue se escoge M suficientemente grande, tal que el
primer sumando entre corchetes en (**) es no cero y por oira parie se puede elegir a
.-, 10 pequenasque g, g, +---+&, a, <1 porlocual lasuma (**) no puede ser
cere.

La idea de In prucha es muy directa. 5i algin lector
esd interesado en leerla puede consultar [3] oen su defecto
€ 1e para pedirme la version completa del texto que
incl esta prueba como las pruebas de la proposicion
de las propisdades de T(-)y de los lemas en que se apoya tal
demostracion.
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El pastor conflictuado

Lin pastor tiene que pasar un lobo, una cabra y una lechuga a la
otra orilla de un rio, dispone de una barca en la que s6lo caben
¢l y una de las otras tres cosas. 51 el lobo se queda solo con la
cabra se la come, si Ia cabra se queda sola con la lechuga se la
come, Jodmo debe hacerlo?

De edades

Un encuestador se dirige a una casa donde es atendido por una
muger: jcantidad de hijos? Tres dice clla jedades? El producto
de las edades es 36 y la suma es igual al ndmero de la casa,
responde. Bl encuestador se va pero al mto vuehve yledicea la
mujer que los datos que le dio no son suficientes; ka mujer pien-
sa y ke dice: hene razon, la mayor estudia plano, Esto es sufi-
ciente para que el encuestador sepa las edades de los hijos.
{Cudles son?

El prisionero

El alealde de una carcel informa que dejard salir de la prisitn a una persona al azar para
celebrar que hace 25 afios es alcalde. Eligen a un hombre v be dicen que quedari libre si
saca de dentro de una caja una bola blanca, habiendo dentro 9 bolas negras y sélao |
blanca. El prisionero se entera por tn chivatazo que ¢l alcalde pondra todas las bolas de
color negro, al dia siguiente le hace el jucgo y el prisionero sale en libertad.
£ C0mo ha conseguido salir de la cdireel si todas las bolas eran negras?
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Secuela de ;En verdad existe algo asi?
D Céigee Lule Garcie

Deprtamento ge Wealemdiieas, ITAM

clparcialfmitame. mx

En el mimmero 4 de Laberintos e infinitos los askduos y fieles lectores de esta revista disiiu-
tamos, de entre otros, el articulo sobre el conjunio de Cantor de Guillerma Grabinsky:
JEn verdad existe algo as{? ([G]). Si quieres, corre a tu librero v desempolva ese ejem-
plar porque aqui te contare algo més sobre el conjunto de Cantor. Aprovechando el viaje
trae papel v lapiz . . . ;listo?

Bueno, comencemos con un reto, En tu hoja de
papel dibuja un cuadrado de lados de longitud uno. Pien-
sa, por ejemplo, que tu cuadrado esti en el plano carte-
stanay un lado descansa sobre la parte positiva del eje x,
con esquina en (0,0}, Ciro lado, st fu cuadrado esta dere-
chito, estard sobre ¢l eje v. Asl, tu cnadrado serd el con-

Junto {(x, vje R :0= x, y=1}. Afilatu lapizy clrcto
es tratar de dibujar una curva sin salir del coadrado con
kas sipnientes propiedades:

1. Lacarva es la grafica de una funcion que empieza en'el lado izquierdo del coeadra-
doy termina en el lado derecho.

2. Al dibujar Ia curva no puedes despegar el lipiz de la hoja, es decir, deberas pintar
WA CUTVA coRl i,

3. Lacurva debe ser creciente (51 estis en un punto de la curva y te mueves hacia la
derecha estards razando hacia arriba v horizontalmente).

4. Cuando hayas pintado la curva, ésta deberd tener longitud 2,

Hacemos una no tan breve pausa para darte tiempo a que hagas algunos intentos y
pienses el problema un poquilo - . . listo?
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C¥loey, 7 qué reportan tus intentos? Mada | verdad? A mi mee paso igual: empecé
por entender y aclarar cada una de las condiciones que debe satisfacer la curva, por
ejermply, recordar cdmo s2 mide la longitud de una curva. En cdleulo vemos que Ia longi-
tud de una curva se aproxima por curyas poligonales deferminadas por subdivisiones del
imtervalo [0,1], esdeci; seescogen puntos 0= x, < x5, <. < x__ <z, =] ylapoligonal
es la unidn de los segmentos de recta que unen los puntos
(g Pl 0, O, (a0, -, (i, Fix ), Labongitud dela curva se define como el "miaxi-
mer” (el supremo, si ste existe) de las longitudes de todas las poligonales posibles. En el
caso de una curva v = J{x), con feumpliendo las condiciones 1 - 4, e5 facil ver que la
longitud de la curva seria a lo més 1+ £(1)— £(0) zno? Luego a pintar algunas curvas:
curvas que son todoel bempo horzontales no sirven porque tienen longitud uno, no se
valen curvas con segmentos verticales porque dejan de ser fimcion, Después de un rato
mitente algo como tomar una curva que empiece horizontal sobre el eje x y coando casi

tenga longitud une, la levanto hacia el (1,1}, como tratando de pegarme a los lados de
abajo y derecho del cuadrado que suman dos en longitud. "Esta curva estd a tiro de

piedra de tener longitud 2 y es ereciente”, me dije. En efiecto, sitomo f, 2 [0,1] — [0,]]
{{20n tienes tu papel para dibujarla?) definida por:

Fit _J si te[0,1-1/n]
A }_1n{r—l}+t st te[l-1-1a,1]

resulta que la longitud de f es (1—1/n)+1-1/r" v cslo casies 2 si lan es muy

grande; sm embargo queremnos longitud exactamente 2.

En lo que iba por un cafecito penséen y =", ne (] , pero jeudl era la formula
para caleular la longitudde una corva? ... jah, 5il .., juy!y ese jcomo se imeprard?
sepa, pero cualitativamente y = £ 'es comoel ejemple de ammba; son curvas crecienies

de longitud casi dos si m es grande ... jchin! Enel imite cuando i tiende a oo las curvas
anteriores resultan en una funcion discontinua v ademis fa longitud de la funcion limite se
apachurraa 1.
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Ejemplos vany ejemplos vienen pero la conclusion a estas alturas yva empezabaa
ser que, O me consigo mas papel para seguir haciendo pruebas o no hay talcurvaoes
alguno de esos ejemplos mafufos que los matematicos inventan en sus intermezzos de
cafectto.

Tomando mi cafecito agameé el Laberintor 4 y en el articulo sobre el conjunto de
Cantor, medio me eayd el veinte. ; Sera por aqui? A lo mejor algo como la excalera de
Cartor unciona, Igual v si pero va vaaempezar Primer Plane. Prendo latelera y enel
primero de los dos intermedios me acuerdo del articulin de R. B. Darst sobre el conjunto
de Cantor que tenia guardado por ahi [13]. Lo encuentro v Ia primera linea dice:

"Wot every body is aware that & finction can be continuous and
increase from 0 at 0 to 1 at 1 and have its graph of length 2."

" Eureka!” Grite hacia mis adentros, pos
por ahi ya no es usanza de estos tiempos (agui '

400 Pueblos, pero bueno), No pues si, tenis g

i _Eg:d.u: salir desnudo dando gritos
enten los del Movimiento de los
3 &] conjunto de Canior jte

acuerdas? se tomael intervalo F, =[0,1] y & ginmedio (1/3,2/3) te queda
el conjunto £ =j'|11,|"3| |,_,||Z|.'r3, |.| luego de _ A
medios y te queda F, = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3, 70]L[8/9,1]. Ahoraquitas los ter-
cios medios de cada subintervalo de F, para obtener I, v asf sucesivamente. El conjunto

alo de F, quitas los tercios

de Cantor es la interseccion ﬂ £y (ver[G 1)

Ya con el conjunto de Cantor, la escalera de Cantor £ : [0,1] —[0,1], se constru-

Ve COMO SIgue;

JPapel v HpizlistosTEn x =0, £(0) =0 ven x =1, £(1) = 1. Ahoma ponemos los
peldaiios de la escalera. Estos irdn sobre los intervalos, con extremos incluidos, que
eliminamods al construir ¢l conjunto de Cantor. Ask, el primer peldafio va sobre el intervalo

[1/3,2/3].
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Definimos & sobre [1/3,2/3] comoel promedio de los valores de £ en los extre-
mos del subintervalo de F, que contiene a [1/3,2/3] (en este caso el [0,1]), es decir,
como E(0) =0y £(1) =1 entonces £(x) = 1/2 si xe [1/3,2/3)]. Los siguientes dos pel-
dafios van sobre los mtervalos |].-"';-",E.-"9';l y |T'I."":]'-E."'5"]. El subintervalo de 7 que contie-
nea [1/2,2/9] es [0.1/3] ¥ £(0)=0, £{1/3) =1/2. Como ¢l promedio de estos dos
valores es 1/4 entonces £(x) = 1/4 si xe [1/9,2/9], Andlogamente, si xe [7/9.8/9],

E(x)=3/4 (el promedio de 1/2 y 1). Esto ya suyena a proceso iterativo: jpuedes decir

donde van y aqué altura estan los siguientes cuatro peldafios? Buano, continuamos
ilerativamente el procedimiento para pones todos los peldafios de la escalera, jcapisci?

Resta por definir la escalera de Cantor sobre los puntos del conjunto de Cantor
que i son extremos de intervalos "ercios medios”. Mota goe la suma de 1as longitudes

de los peldaios de la escalera es apenas uno y To que sigue serd poneralagraficade £,
L ot paarte de Jongitud wno, usando un conjunito de | longitud cerol Bueno, tomemos un
punto x en el conjunto de Cantor que no sea extremo de alguno de los intervalos que
conforman alghn . Tenemos entonces que para cada p = (), & esti enuno ¥ sdlo uno

de los 2* subintervalos de F . Denctemos por [u, A J'?,] a tal subintervalo. Mota también

que sabemos el valor de § tanto cna_comoen b, No ez dificil convencerse de que |a

sucesion ['rj{un H:: es creciente y acotada superiormente y que {.f (b, }j:__ﬂ_ es decre-
cienfe y acotada infenormente; ain mas, ﬁlEl gla, )= fﬂ &b, ). Definimos entonces
&lx)= EIII'ff (B, ). Asl, £ gueda definida sobre todo el intervalo [0,1] ¥ resufta continua

y ereciente {; atm con papel y lapiz?).
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Para convencerte de que la longitud de la escalera de Cantor es dog, sabemos yva
gue 8 o mds es 2, porgue va has visto gque 1a longited de ung curva creciente y continua
sobre el intervalo [0,1] esalomss 14+ (1)=& (). Para ver que la longitud es al menos
dos, volvamos a fa construceidn de los peldafios de ks escalera. Siestamos en la k-&sima
iteracion y unimos los peldafios con segmenios de recta, esto da una funcion creciente y
continua cuya longitud es ficil de caleular porque es una curva poligonal {da

£, =1=-{2/3)" +| (2/3)" +1 ). U momento de reflexion te convencerd que la esca-
lera de Cantor tiene longitud mayor a £, para cualquier & luego debe tener longitud al

menos dos (nela qoe “_['_’ £, =2 h

| a escaleriux tiene algunas otras propiedades interesantes, por gjemplo, su denva-
da es cero (excepto en los puntos del conjunto de Cantor donde no existe) y sin embargo
estd lejos de ser una funcion constante ( jes creciente! ). Tambaén una pequena modifica-

cién de &, asaber ¢ x) = x+ £(x), da una funcién continua, estrictamente creciente,
gue envia un conjunto de longitud cero (el de Cantor) en un conjunto de longitud uno
(creando de la nada, pues). Peor ain; envia un subconjunto no vacio del conjunto de
Cantor {que deberd tener longitud cero) en un conjunto al que jno se le puede asignar
lomgitud alguna! ;A poco hay de esos conjuntos? Poes si, pero eso sera malerial para una
secuela de la secuela . . .
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. 9 =2 o
(De qué color son los puntos? Completacion del plano euclidiano

fldn A, Galdfeder
Matematicas, Facultad de Clencias UNAM
wallerstein2alyahoo.com.mx

Para Vicente.

{0ué es una axiomartica? Uno de los objetivos del matemdtico es describir ciertos
objetos {como los nimeros, figuras geoméiricas, elcétera). Pero a los matematicos no
nios interesa enunciar todas las propiedades deun objeto sino sdlo un coajunto minimo, a
partir del cual podamos deducir, usando la logica, el resto de las propiedades del objeto.
A este conjunto minimo de propiedades i@ llamamos axiomdtica.

31 gqueremos describir las propiedades de una hoja de papel infinita en la gue
podemos dibujar puntos y rectas { plano euchidino ), podiiamos dar la siguiente axiomatica:

2 Al. Pordos puntos cualesguiera pasa exactamente una fecla
;Puedes construir esta figura? ? = pes

A2 E:ﬁ}sten al menos tres puntos no colineales.

A3. Porun punto exterior a una recta pasa exactamente una recta paralela a ésta {por
pﬁJ‘EJE!aE!ﬂEﬂﬂEﬂmS fjue no se inlersectan en ningan punto). [Este axioma es logicamente
equivalente al quinto postulado que aparece en los Elementos de Euclides, que dice, a
saber: “Si una recta, al inciditsobre otras dos, forma del mivmo lado dngulos inter-
TS MENOes gue dos rectos; las dos rectas prolongacdas al infinito se encontrarédn en
el lado en que estén lns drgtilos menores gue dos recios”™)].

Ad. Cada recta contiene a 1o menos dos puntos.

Esta axiomitica nos asegura la existencia de algunos puntos y algunas reclasen
nuesiro plano. Pongamosle nombres. El Axioma 2 nos dice gue hay tres puntos (al
menos) sean: A, By C; v al conjunto que contiene a todas las rectas del plano lamémosle
P (A, B, Cestiin en ese conjunto pero pueden no ser los nicos). El Axioma | nos dice
que por cida dos puntos hay una recta y ya que sabemos que hay tres puntos no colineales,
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podetnos asegurar la existencia de al menos tres lineas; sean éstas: m, n, 0y sca Lel
conjunto gue las contiene (m, n, o estin en ese conjunto pero pueden no ser las Gnicas).
Sabemos que los puntos guardan cierta relacion con la rectas. En particular; dado un
punto (} ¥ una recta g podemos decir 5 Q s punto o no de g (si Q no es punto deg
diremos que ( es exterior a la recta). Llamémosle a esta relaciin L

Latema <P, L, I basta para representar a nuestro plano euclidiano, llamémosle
E. Entonces E=<F, L, I>.

Demostremas un leorema a partir de nuestros axiomas,

Teorema 1:  Dos rectas de L se cortan en, a lo mas, un punto.

Demostrackén. Tomemos dos rectas cualesquiera x e y distintas de L. Pueden pasar
dos cosas! que sean paralelas o que no sean parslelas. 5ison paralelas, no se cortarin en
ningim punto (segln el Axioma 3) v el teorema es valido. Sino son paralelas, suponga-
mos que se intersectan en dos puntos, Ty U, Pero por dos puntos stlo puede pasar una
tiniea recta segin el Axioma 2. Entonces m v n tendrian que ser iguales, pero pedimos
que fueran distintas. Por tanlo, no se pueden inlersectar en dos punios. Tampoco en
ninguno porgue pedimos que no fueran paralelas, Por tanto, se cortan en un punto. El
teorema es verdadero,

El plano E {euclidiano) es suficiente rico para hacer verdaderos a una gran canti-
dad de teoremas. Sin embargo, es msuficiente para muchos otros, Veamos un ejemplho:

LUn cuadrilitero es una figura formada por cuatro lineas tales que no séan
paralelas de tres en tres. Podemos obiener tres conflguraciones distintas de un
cuadrildtero en E:

Al u A fn

f
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L. Ninguna de las rectas es paralela o otva de la confipuracicn
. Un perr de fineas de la configuracion son paralelas.
iii. Dos pares de lineas de la configuracion son paralelas entre 5i,

De aqui podemos deducir que las lineas de un cuadrilatero se cortan en cuatro,
cineo o seis puntos, Cuando trabajemos con un cuadrildtero tendremos que considerar
estos tres casos posibles.

L Es posible reducir los tres casos a uno solo? La respuesta es ahirmativa. Pero
para ello hay gue hacerle ciertas modificaciones a nuestro plano E.

- Tomemos dos rectas m y n distintas de L, tal que m sea

4 paralela a n, es decir: no existe ningln punto en P tal gue

L pertenezca tanto a m como a n (es decir, que se intersecten

G e enese punte), [ Porgué no agregarlo?

Agreguémosle un punto o8 nuestro conjunto de puntos P
{tal que o no sea ninguno de los puntos en P)y dizamos que m y n se intersectan en o.

Ahora nuestro plano ser;
E,=<PU{o}, L, 1>

Pero hemos agregado un punto extra a |a estructura v 51 qUercmaos gue s¢ siga
cumpliendo nuestro Axioma 1, tendriamos que agregarle tantas rectas como las que for-
me nuestro nuevo punto o con cada uno de los puntos onginales de P, tne? Podria ser
asi, pero no nos conviene. Asi que pediremos que todas las recias que pasen por o
pertenezean a L (sea éste nuestro Sypuesto 1)y que se siga cumpliendo el Axioma 1. JY
gue pasard con nnestro Axioma 37 Ese serd imposible conservarlo en E, ¥a que s
tomaramos un punto I que pertenezca a B, deberia exastir una Gnica recta que pase por D
tal que no se infersecte en ningin punto con m. Ya sabiamos que csarectaen E cran,
poroen F.F no es n pues se infersecta con m en o, Pero no puede ser ninguna otra, ya que
no cambiamos el conjunto de rectas (Supuesto 1), Por tanto, el Axioma 3 no se cumple
en F.I. Los Axiomas 2 v 4 se siguen cumpliendo en E, ya que conserva los puntos v
rectas de E.
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2w pasara 51 tomamos otra recta de L, @ tal que

fi sea paralelaa m y am (v distints de m y de n)? Sabe- AP
[0S QU PO e intersecta con m ni con m (por el Axioma | '
de E). Pues hagamos que se intersecten., Sean My N P
dos puntos tales que: i se intersectaconmen Myfise — Ty
intersecta connen N. Tomemos un punto 5 en @ (sabe-
mos que existe porel Axiomad). Por el axioma | sabe-
mos que por S y por o debe pasar tma recta que pertenes-
caa L (Supuesto 1). Sea So esa recta. Sabemos que So
no puede ser m va que § perienece a B v i era distinia de
m. 5ifueran iguales S tendria que estar en m. S0 v m se intersectan en o, Esas dos
recias existen lanto en E, coma en E (por el Supuesto 1). Peroen Ete ndrian que ser
paralelas {ya que no son iguales y sdlo pueden interscetarse en a lo menos un punta, a
saber o, peso o no existe en B). Entonces m es paralela a So y sablamos que m era
paralela a &, por tanto 5o debe ser paralela a f. [Pero esto no puede ser! Ya que §
pertenece 2 fl v s un punto del conjunto . Por tanto el considerar que f se intersecta
con men M y que il e infersecta con n en N nos lleva a una contradiecion y por esto no
podemos considerarlo verdadero en E|. Asi que hagamos que m, n, i y cualquicra
paralela a ellas se inlersecten &n un mismo punio: o.

Por cada conjunto de paralelas en el plano. agreguémosle un punto a P y haga-
mos que todas esas paralelas se intersecten en cse punto. Ya que cada conjunto de
paralelas tiene en comiin su direceion, digamos que ese punio representa la diveccion del
conjunin de paralelas

sed B el conjunto de todas las direccio-
nes de las rectas de L. (8i dos rectas son
paralelas tienen la misma direccion y por
' _ tanto determinan al mismo clemento de B).
/ 3 Ahora nuestro plano serd E,=<PUB, L,
/ N I=. Pero queremos que ¢l Axioma | siga
siendo vilido, entonces ;goé recta deter-
- minan dos puntos del conjunio B? Supon-
4 EAMOS que esa rectasea by pertenece a L
(Srpuesto 7). jPero entonces Enemns una
recta de nuestro plano con dos direccio-
s chistintas!
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Por lo tanto, b no pouede pertenecer a L (Mot 1),

Ahora supongamos que para cualesquiera dos puntos de B obtenemos una recia
distinta. Sean my, n v o tres rectas distintas de L y no paralelas y sean los puntos o, 7y 8
sus direcciones cormespondienies.

Bajo e] Axioma 1, existe una reela gue pasa poroy por T, sea 07, la cual no pasa
por 6 por el Supuesio 2.  Intersecta 07 a la recta o? Supongamos que si, sea Z el punto
de nterseccion. 7 no puede ser la direccion de o (porgue entonces Z=1 y 0 no pasa
pord). Como Z no perienece a B enlonces debe pertenecer a P (porgue Z es un punio
y a6lo puede pertenecer 4 P oa B). Como Z pertenece & P entonees sédlo puede pasar
que & sea un punto-de mo gue £ no seaun punto de m. Z no puede ser un punto de m
porgue Z es un punio de o v o7 intersecta a men o (si lo fuera entonces m=o?, v par
tanto, jm no seria linea de L por la Nota 1!). Entonces Z no s punto de m y por el
Axioma 3 en E, existe m’ en L paralela am tal que Z es un punto de m®. Entonces m®
tiene la misma direccion que my o es su direccion (v, por tanto, punto de m*). Pero
entonces £ y o pertenecen tanto a oh como a m”® y, por el Axioma |, son la misma recta
Entonces m® no es recta de Lipor la Nota | y eso contradice la forma en la que tomamos
am". jEntonces of no se intersecta con o en ningln punto? Eso parece. Pero si
Lommames una recia o° de L, tal que e intersecte con o en &, tampoco la va a intersectar
o?. Entonces tenemos que o7 es paraléla a o y a o' ¥ por tansitividad o v o' son
paralelas, jpero s¢ intersectan cn §! Entonces o? no puede ser paralela a 0. [Como
estamos trabajando con rectas que no estin originalmente en L no podemos asegorar que
el paralelisine sea una propiedad transitiva. Asi que tendremos que exigir que asi ocurra,
sea gste nuestro Supuesio 3. Por lo tanto, los punios de B no pueden determinar rectas
distintas mi rectas paralelas a reclas de L, pero deben pertenecer a una recta (por el
Axioma 1), Sea buna recta nueva tal que todos los puntos de B pertenezcan también a
b | Noda 3] (v b no es paralela a ninguna recta de L ya que se intersecta con cualgquier
recta de L en el punto que representa la direccion de la recta), Cambiemos nuestro
plane, entonees E,=<P U B, L U {b}, I> serd nuestro nuevo plana.

Comprobemos que cumple los Axiomas 1, 2y 4,

Axioma 1. 5itomamos dos puntos de I ya sabemos que existe una rectaen L tal
que pasa por esos dos puntos porque asi ocurria en E. JQué pasa si tomamos un punto
Wde Pyuno 'V de BT 5iexiste V en B sabemos que, a lo menos, una recta d de L tiene
ladireccion V. Entonces pueden pasar dos cosas: que W pertenece ad o que W no
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no pertenece a d. Si W pertenece a d va tenemos la recta que queremos. 51 W no
pertencce a d entonces en E existe una recta i paralela a d que pasa por W. Como el
conjunio de rectas de B estd contenido en el de E, (L ez un sebeonjunto de LU {b}) i e
una rectade K, v, por tanto, la recta que buscamos

Axtoma 2, 5i existian a lo menos tres puntos no colineales en el conjunto P de E
siguen existiendoen P L Bde E,.

Axiomad4. 5itodas las rectss de L en E tenian al menos dos puntos tambeén lo
tendrén en E,. Pero, b tiene al menos dos puntos? Elaxioma 2 nos asegura que hay al
menos tres puntos no colineales, Bl axioma | nos ascgura que por c5os puntos tomados
de dos en dos pasa una recta, es decir, tenemos al menos tres reclas distintas que no
tieren Ja misma direccion {yaque en E no son paralelas porque sus intersecciones son
puntos de P). Entonces, por cada recta tendremos una direccitn del plano y, por lo tanto,
un punto de B. Y como iodos los puntos de B perienecen a b (por la Nota 2) entonces
b tiene al menos wes elementos,

Agreguémosle ofro axioma, Seéa el Axiomas que diga: Cualesquiera dos rectas
de nuestro conjunto de rectas L U {b} se miersectan en exactamente wh punto. Si toma-
mos dos rectas my n de L sabemos goe no pueden ser paralelas porque no existen en B,
Entonces, por el Teorema 1, se deben intersectar en un punio. 51 0mMamos una rectam
de L v la recta b se intersectan en un punto:en la direccion de m en el plano {que debe
perteneeer a B porque asi lo construimos ¥ todo punto de B pertenece ab). El Axioma
5 es verdaderoen E,

Ahora si, nuestro cuadrilitero debe constar exactamente de cuatro rectas v seis
puntos en nuestro nuevo plano E,.
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Tudaieca espiriforme

Serie Grafica

Aqui tienes una tira de figuras que terminan en un casillero vaclo. ; Cudl es la figura que

mrrespmde al cuarto coadro’!
-
?
| | A

Hexagonos Numericos

Sitia fos nimeros del 1 al 19, uno por circulo, de manera que cada hilera de tres (es decir,
|las hileras del perimetro, y también las seis hileras que parten del centro ) sume 22. Una
vez que lo consigas reacomaoda los nimeros de otro modo para que dicha suma sea 23,
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laberintos e infinilos

Convocatoria Otono 2003

Laberintos e Infinitos te mvita a formar par-
te de la revista coordinada por alumnos del
ITAN, cuvo objetivo es promover el gusto por
las materniticas v ampliar la vision que se bene
de esta ciencia. Esto se logrard a través de la
publicaciin de articulos enfocados hacia temas
de interés matematico y diversas manifestacio-
nes culiurales y recreativas relacionadas con
esta ciencia.

iParticipa con nosotros!

81 escnbes sobre estos temas comunicate a la
direccion de correo electrdnico:

laberintoseinfinitos@yahoo,com.mx

Cualquier duda, sugerencia o inquietud sobre el contenido de este proyecto podemos
aclararla si nos escribes a la misma direccidn de correo electrdnico o a la pagina de
miemet:

http://laberintos.itam.mx

El cierre de edicion para el siguiente nimero es €l 3 de noviembre de 2003,

Formato del docamento:

Fuente: Times New Roman punto 12, estilo Mormal.

Articulo: Archivo de texto en Ward (con editor de ecuaciones, si es necesario) o archivo
tipo .pdf. Bl articula no deberd exceder 4 cuartillas,

Favor de incluir: Nombre completo, carrera y Universidad, o cualquier otra referencia.

i . L
relof o perfecta sinoronia

Moebius

Gabriela Millanweva Noriega,  mardecuervosialvalfo. com. mx
Licemelatura en Letras Inglesas, Faculiad oo Filosafia v Lefras, TNAM

Se sienta v mira a través del baledn lo que nadie méas puede ver..

Lo vio por primera vez en una tarde soleada, sentado en [
lo alto recarriendo la palma de su mano con el dedo indice. Fue
extrafio voltear y encontrarlo asi, con los ojos viendo a |2 nada y _ﬂ"v

vezZ curvas sobre sumano. Como controlar su cabeza misdosa

para no valtear hacia arriba, donde la ventana enmarcaba su fi-

gura envuelta, atrds la oscuridad quebrada por un solo rayo de sol prometia un patio
interior en una casa habitada (porgue &l con su palma abierta estaba alli tomando el sol)
por gente que no necesitaba salir de su cuario para verlo, Caminaba todas las tardes por
esa calle v, balcon tras baledn, hormigueaba con sus manos, tronaba los huesos de sus
dedos, se recorria ¢l cuelle con la mane pero no podia evitar voltear hacia arriba y ver las
venlanas una tras otra en completa oscuridad y sentirse recon fortado porun vidrio roto v
un momento de cerleza pensando que estaban abandonadas. Pero ese tendedero con
ropa goteando, el caballo de palo v la mufieca en la esquina del baledn o hasta los focos
navidefios en el borde de los balcones cada afio, le devolvian ese sentimiento de que
detris de cada rectangulo negro habla un perfil apenas delineado por la oz v unos ojos.

a la vexz hacia adentro v el dedo constante trazando una v otra l

Enrealidad todo era estapido porque se sabe de gente que le teme a bos insectos
y la oscuridad, casi todos le temen a la muerte, pero ja las ventanas? Sdlo a ella se le
oeurren esas cosas. Sofar con un muchacho que le teme a las ventanas es como para
redrse, ¥ sin embargo lo vioy sintid con él el miedo v la desesperacidn de no controlar su
cabeza. Se tallo los ojos enterrando sus manos manchadas en los dos huecos arrupados
de su cara. Bostezd y cerrd los ojos de nuevo viendo al principio el calor rojizo de sus
parpados v después al muchacho caminando por la calle, buscando eso que no puede
ver; de pronto se paraba frente a un baledn y vela a la persona que estaba afuera tomando
elsol...
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La imagind todas las tardes, ahl, sentada con sus medias color piel
dobladas hasta la rodilla, falda de flores y el encaje del fonde asomado. Y
no supo si fueron sus dientes escasos y amarillos o su quijada ahierta
detenida (nicamente por su piel blanca, infinitamente estirada y frigil, o
que le dio laidea de inventarla a ella y desde ahi dejarla volverse algo
real, algo que tuviera vida propia, que sofiara y que sin que €l pudiera
advertirlo, ko invadiera para que toda su vida se cenirara en pensarlay eso
que habia inventado teominara por traerlo aqui, frente a esa pared blanca.
Mo entiende por qué.

Omienes lo trajeron no pudieron dar su nombre pero todos lo co-
nocen como Moebius, Dijeron que levaba varios dias sin moverse frente
a la ventana de su cuarto y que estaba loco. Cuando Hlegé al hospital Lo
ENCETArnD en un cuario con paredes blancas en las cuales (nadic sabe de
dinde consiguid la crayela) dibujé un balcon con bamotes v, en el centro
de los trazos negros e infantiles, el simbolo gue le dio su nombre en el
hospital. Se sienta cruzado de piernas todo el dia viendo més alla de la
pared y la ez del sol ¥ de la luna entran por una ventila a lo alto del cuarto,
pero en su piel no se distinguen una de |a otra (para € las horas no existen)
v e como 51 lahormiga en su cabeza caminara por un largo camino que al
final siempre [leva a lo mismo. Nadie sabe gué es lo que ve en la pared
pero todos pueden notar que sus ojos no ven el cemento rugoso que esta
ahi frente a ellos, ese cemento que algunos han tenido que tocar para
convencerse de que la pared esta alli y que eso que ve Moebius no existe,
aungue todos sientan lo contrario v se dejen convencer por su mirada,

Yo conoci a Moebius ahi mismo, en el hospital al que mmea he ido
y por el cual me muevo como el aire que entra y sale de los cuartos sin
maver mis pies de esta ventana, Y he intentade comprender eso que me
conld y no puedo porgue no llego més que a la parte de atris de mis ojos.
Y con el sol en mis pestafias pienso en €l que no pucde dejar de vera la
vigja que duerme v suefia con un miuchacho que le teme a las ventanas,
mientras trazo una handa de Moebins sobre la palma de mi mano.

ludoteca espiriforme

El Papivoro

Las obras completas de un autor han sido reunidas ea 5 tomos de 400 phginas cada uno.
Estes libros estan cuidadosamente colocados por orden en la estanteria superior de la
., Diblioteca, pero su propietario nunca los lee.

Un dia la esposa, impiando el polvo, se da cuenla de que una
termita habia excavado un tine] desde la pagina 1 hasta la 2000, Al
B alentar a su esposo, éste exclama:

& -jAsi que la termita ha estropeado 2000 paginas!
-{Ch! No, no lantas.
-Entonces jcudntas?

El punto X del mapa pirata

El pirata espafiol entend uno de sus tesoros en una
isla desierta de una manera muy complicada. Lo
gue hizo Barbanegra fue llevar a tres de sus mejores
hornbres a la isla desierta, al llegar Barbanegra se pard
en una palmera especilica con una cuerda en Sus manos,
tomando un extremao, le dio a uno de sus hombre el otro
extrema ¥y lo encamind a 6 pasos directo al sur v después
& pasos al eate.

Barbanegra le dio ofra coerda a los otros dos hombres, indicando a uno a cami-
nr & partir de la palmera 6 pasos al este v 2 pasos al norte. Al tercer hombre le dijo gue
caminara a un punto que estaba 6 pasos al sur y 2 pasos al oeste de la palmera. Cuando
va estaban todos en posicion estiraron las cuerdas formando dos lineas rectas, Bl punto X
en donde se cruzaron las coerdas fue el lugar donde Barbanegra decidid cavar para
enterrar el tezoro.

Suponiendo que la palmera se encontraba en las coordenadas (3.4) | Cudles
son las coordenadas del punto X7
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Construyendo un puente

Clara v David, dos hermanos,
guieren regresar a su casa despucs
de haberse perdido en un bosgue
muy lejano. Al tratar de regresar
encuentran un fo y no saben como
criparo. Necesitan hacer un puen-
e ql_][: CICe el HlTU_'l-'U,P'EtﬂI]ﬂ A=
ben de qué distancia construirle.

Elrio no es muy ancho por o que
pueden utilizar un tronco o una cuerda sufi-
cientemente largs amarrada a un drbol para
poder cruzar.

Debido a esto, marcan un punto a
la orilla del rio justo enfrente de un drbol

El gato y la escalexa
|
Una escalera cstid apoayada enel pio so-
bre una paredyertical, Exactamenteen ¢l
peldaiio central de la-escalérd dugrme un
gato. La escaleta empieza adeslizarse ha-
cia abapo, jOué f;n} ::Llnrla desaribe el gato,
suponiendo queno 5e d:spmtﬁ‘-‘ ,Como
lo sabeg?

gue se encuentra del otro kudo. Des-
pués caminan 20 pasos sobre la
orilla, Clara se queda en ese punto.
David continda caminando 20 pa-
08 a lo largo de la orilla y hace una
marca sobre ese punto, da una vuel-
ta de 9 prados ¥ camina jusio hasta
el punto en donde &1, Clara y el drbol del
ofro lado, estén sobre una linca recta, Des-
pus de este procedimiento David afirma
que ha encontrado la distancia necesaria
para cruzar, por lo que juntan un tronco ¥
le amarran una cuerda, después lo lanzan y
lo atoran en el drbol que est del otro fado;
con la ayuda de las cuerdas logran cruzar.
i Comao le hieieron?

Barras

Usted tiené sobe |amesa dos barras de
hierro. Por su aspecto $0n exaclamente

iguales. Una de las barras'gsta imantada
(con unpaly e ada g otrano
::Elmmai],fiff:{ﬂ. ,l;["",-ﬁﬂl! distinguir cusl

es la bamaimantads, TL'IDI.'hElﬁ;;{ slrnplEE.dESn

plazamientos mhmh,nmﬁmr
guna batra y sin ayudassede ningln otro

objetn?

relof o perfecta sincronia

Botella de Klein

e dosd Arreoia

“El ¢ilindro es al toro lo que la Banda de Moebius a la Botella de Klein.™ Y Francisco
Medina Micolan sacad de una gaveta la célebre cinta de papel, ahora con las puntas pega-
das de un moda particular, como en un ceello de camisa. Sus manos de prestidigitador la
hicieron girar v en el aire queda la forma pura;

Cuando la Banda de Moebius se esconde en ellamisma, surge la Botellade Klein... jLa
ves?

Cuedé perplejo v sali por tangente literana:

-Es el procedimiento de Kafka, segin la ley de Roberto Wilcock: sacarse de lacabeza
un objeto, escamotearloy seguir hablando sobre é...

El doctor Garfias estaba presente:

=A propdsito de cabeza, no se la quiebre usted, que al finy al cabo la botella es de vidrio.
La inventaron los alquimistas. Creo que fue Jehan Brodel, denunciado a la Inguisicidn
pot sus vecinos de la calle del Pot de Fer, jse acuerda usted? El cuerpo infame sin
principio ni fin ers la imagen blasfernatora de Dios. Fue destruido el original v los dibujos
previos también. Pero la cosa llegd si no a los ojos, a los oidos del Bosco, que pintaba de
memoria: alli estd el ampula, la burbuja de jabén que encierra a los amantes en el Jardin
de las Delicias...

Ludlow Hegd en ese momento con envoltorie sospechoso y sonnsa feliz, Habia
aleanzado o oir 1as palabras de Garfias y enlazo los punios suspensivos:
-...1a botella figura también dentro de la fradicion castellana: es el fracase del Marques
de Villena eitado por Quevedo y por Vélez de Guevara. Es la redoma que encerraba al
Homiinculo, ¢l feto infemal, el nifio que no necesita madre para nacer...

Mis tres doctores en fisica, topologia ¥ I6gica matemdtica me acorralaron &n una
superficie collado sin pies nicabeza. Hicieron y deshicieron nudes imaginarios y reales
con cucrdas v palabras. Yo dije, recordando a Rafael, que ¢l collado se parece al fuste
de una silla de montar y que los artesanos de Colima trazan la superficic sobre pergami-
nos como Dios les da a entender, sirviéndose de patrones heredados. Se rieron, Jorge
Ludlow desenvolvid su paguete.
=5 Cueria una Batella de Klein?
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Mo paso a creerlo, Siguiendo indicaciones precisas, los disciiadores y
obreros de la casa Pirex, especializada en materiales refractarios, me
hicieron el capricho, No paso & creerlo. Después de muchas tentativas,
aqui esta el milagro fisico sin inferior ni exterior, perfectamente soplado y
ain defecto

Ahora estoy solo frente al objeto irracional, llenandolo conmis
ojos antes de ponerle tinto de Borgofia. Aqui estd sobre mi mesa de
;trabajo? la Botella de Klein que busqué por més de veinte afios de
Jrabajo?

i mente trabajada no puede mds, siguiendo las curvas del
palindroma de cristal. ; Eres un cisne que se hunde el cucllo en el pecho
y se atravicsa para abrir el pico por lacola? Me emborracho mental-
mente pota a gota con la clepsidra que [lueve lentamente sus monosdle-
bos de espacio y tiempo. Mojo la pluma en ese falso tintero y eseribo
sin mano una por una kas definiciones mitiles: signo de interrogacion
estatuaria. Trompa gigante de Falopio. Corno de caza que me da el
togue de atencidn al silencio, coemo de la abundancia vacia, comucopia
rebogsante de nada... Viscera dura que desdice 1a vida diciendo soy
ttero v falo, la boca que dice estas cosas: 50y W yo de narciso inclinado
a 50 lirio,  dentro y tu fuera abierto y cerrado, tu hberacion v tu céreel,
no bajes los ojos jmirame!

Pero va no puedo mirar porque la cabeza se me fue a las entra-
fias, ; por qué los topdlogos no trabajan con visceras y desarrollan higa-
dos, rifiones y asas intestinales en vez de nudos y toros? Se lo voy a
proponer si despierto mafiana.

Por ahora empuiic la Botella de Klein.
La empufias pera no la empinas. [ Como pue-
do beber al revés? Tienes miedo en pie como
falso suicida, jugando metafisico ¢l peligro ju-
guete en tus manos, revilver de vidrio y vaso
de veneno... porque tienes miedo de beberte
hasta el fondo, miedo de saber a qué sabe o
muerte, mientras te crece en laboca el sabor, la
sal del dormido que reside en la tierra..
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Juego de dados musical de Mozart

M e I Hermande Oriega Carilln, MEr Rl AT R LTS, R R
O Federice O'Beilly Togrn, JecdericaBIRigima [imv. iawT, mx
FIAAY, LNAN

A Jorge Felazeo,

Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791 ) compuso la obra Musikalisches Wiirfelspiel,
singular creacion artistica en la que el ingenio del misico lo llevd a componer no una picza
para prano sino un generador de valses, Esto es, la obra no contiene una partitura para un
pequefio vals de 16 compases sino que tiene un sistema que, apovado en el azar, puede
generar un nimero seecho muy grande de valses diferentes de 16 compases cada unao.
Mozart escribid 176 compases numerados del 1 al 176 v los agrupd en 16 conjuntos de
11 connpases cada uno, El procedimienio para generar un vads particular a partir de esta
combinacion de habilidad en la composicidn y el uso del azar consiste en que cada com-
pas del 1 al 16 ze seleceiona con unos dados, del correspendiente conjunto de 11 com-

pases,

Estos 16 conjunios o columunas de ndmeros, que identifican cads uno de los 176
compases, son los siguientes:

I | 0 | ml | IV | V | VI | VIl | VIIT
2 | 96 | 22 | 141 | 41 | 105 | 122 | il | 30
3 32 il 128 63 146 | 46 | 134 f1
L | 39 05 |58 13 153 | 55 | 110 24
5 4() 17 113 85 161 | 2 159 14Kl
7] 148 T4 163 45 )] 97 16 07
7 | 104 | 157 | 27 | 167 | 154 | 68 | 11& | 91
g | 152 | e | 171 | 53 | 99 | 133 | 21 | 127
9 119 8 114 50 140 86 | 169 94
0 9% 142 42 156 75 | 129 | 62 123
i1 3 &7 165 Gl |35 47 147 33
2 54 130 10 103 28 37 106 3
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I H  m IV V | V1| VI v |
0% | 22 | M4 | 41 | 165 | 122 | 1t | 30
33 | 6 | 128 | 63 | 146 | 46 | 134 | Bl
95 | 158 | 13 | 153 | 55 | 110 | 24
a0 | 17 | 113 [ 85 | 161 | 2 | 159 | 100
6 | 148 | 74 | 163 | 45 | B0 | 97 | 36 | 107
7 | 14 | 157 7 167 | 154 | 68 | 118 | 9
8 | 152 | 60 | 171 | 53 | 99 | 133 | 21 | 127
9 | 119 | 84 | 114 | S0 | 140 | %6 169
10 | 98 | 142 | 42 | 156 | 75 | 129 | 62 | 133
1 3 87 | 165 | 61 | 135 | 47 | 147 | 33
12 | 54 | 130 | 10 | 103 | 28 | 37 | 106 | 5

e L
=
=)

En el encabezado, en nimeros romanos aparece el nimero del compas e identi-
ficando cada una de las filas aparece un nimero entre 2 y 12 que comresponde a la suma
de las caras de dos dados que deben ser lanzados para definir en cada compas, cudl es ¢l
elemento que deberd incluirse en la partitura. La obra aparece publicada por primera vez
en la Edicidn de J J. Hummel, Berlin-Amsterdam, 1793,

Existen en muchos sitios referencias al “Juego de Dados Musical de Mozart ™,
en los cuales se enfatiza el niamero de posibles combinaciones en la eleccion de la partitu-
ra. Existen, también, en la red de Drterner varios sitios en los que se simiula este Joego de
Dados e inclusive se escucha el vals particular con la calidad senora de un sintetizador y
Ias restricciones de andio del equipo de edmputo con el que se conceta uno a la red.

Sin entrar al detalle mas fino como lo es el que algunos compases son iguales
aungue tengan distinto nimero gue los identifica, en principio, el nimero de posibles
partitums corresponde al ndmerol 116 que se lee como el nimero 11 elevado a la poten-
cia 16, Este niimero e tan grande que se estima que si se inferpretaran continuamente y
con un orden sistemitico todas las partituras posibles v cada interpretacion tardara 30
segundos entonces para agotar todas las posibilidades se excederian 728 mallones de
afios, interpretando la obra de dia v de noche y de manera continua.
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Dhche lo antenor s importante mencionar gue o todas las realizaciones par Ia
suma de dos dados son igualmente probables. La distribucion probabilistica para la suma
de las caras de dos dados lanzados al azar se deduce haciendo la observacion de que Ia
suma = 2 sdlo cuando en ambas caras aparcce ¢l numero 1, estoes: (1,1} y lasuma=3
cuando: (1, 210 bien {2, 1), v asi las demds, como la suma=9 cuando: (3, 6)0 (4,51 o
{5, 4) 0 (6, 3). 5e observa que el nimero (otal de pares (1)) &5 36, Las referidas proba-
bilidades de la suma son entonces:

Prob(2)=1/36=TIrob(12)
Prob{3)=2/36 = Probill)
Prob{4)=3/36 = Prob{10)
Prob{5) = 4/36 = Prob(9)
Prob(6) = 5/36 =Prob{E)
Prob{7) = 6/36

Los 16 lamzamientos del par de dados se hacen de manera independiente y observar
que lns 16 sumas dieran como resultado, por ejemplo,
(2,4,1,6,7,6,11, 83,54, 82,12, 10, 7),
tiene una probabilidad asociada, Se caleula su probabilidad de ocurencia multiplicando
las 16 probabilidades que le corresponden a cada uno de los nluneros ejemplificados:
ladel 2, ladel 4, 1adel 11, cteétera, En este caso ¢l resultado cs:

Prob=(lx3x2x5x0x5x2x3x2xdx3x5x1x1x3x6).

e todas las mas de 45,949 hillones de posibles realizaciones (1116), muchas
comparien el tener la misma probabilidad de ocurrir pero sdlo una de ellas se distingue,
desde el punto de vista probabilistico, en tener la probabilidad de ocorrencia mdis alta.
Esta corresponde a la realizacion en donde para cada uno de los 16 compases, los dados
suman T en todas las ocasiones. La probabihdad de dicha realizaciom es (1/6)16.
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laberintas e mfinitos

5i como se dijo anteriormente,
cada 30 segundos sc interpreta una
realizacion del Juepo de Dados pero
signiendo al pie de la letra la seleccidn
aleatoria, la realizacion més probable
que se ha mencionado ocurriria “en
promedio™ cada 44,728 afios.
Haciendo un caleulo similar, v de las
menos probables, por ejemplo (2, 2,
2, 1o 1), ocurTIria “en promedio” cada
126,184 billones de afios, en donde
recordamos que un billdn s unmillén
de millones (no asi en otros idiomas). Por ello no pensamos que sea una exageracion el
que cada vez que se anuncia que se interpretard el Juege de Dados, se presume como
Estreno Mundial. Se estima que ¢l Big Bang (inicio del Universo como lo conocemos)
ocurrid hace aproximadamente 13 a 15 mil millones de afios y que 1a existencia de nuestro
astro solar, que leva media vida, durard todavia unos 5 mil millonesde afos. Esio essin
duda informacién para reflexionar. La obea El Juego de Dados, interpretada siguiendo la
seleceion aleatoria descrita, para permanecer en nuestra cultura y agotar sus posibles
realizaciones, evidenternente requerird de la colonizacion de otros sistemas solares y que
desde luegn, no se les olvide Hevarla

Adin cuando los 176 compases fueron escritos para piano suelen hacerse ameglos
para incorporar otros instrumentos. La Orquesta Sinfonica de Mineria le proporcionoa
este Instituto, el [IMAS de la UNAM, un amreglo de 176 compases para cuatro cuerdas
con la idea de hacer un sistermna computarizado. Dicho arreglo fue capturado con un
programa llamadao Finale y se crearon archivos en lo que es referido como un arreglo
matricial de 11 x 16, en el cual en cada celda de la matriz podria identificarse el compsés
correspondiente para los cuatro instrumentos. Cada objeto o elemento de esa matriz
queda asociado a su vez a un elemento grifico y se desarrolld un programa que llevaa
cabo una simulacion aleatoria de las 16 tivadas de un par de dados y se identifica entonces
In secuencia de objetos graficos que forman la partitura decidida por el azar. Dicha com-
binacion se imprime en forma de partitura y también por separado para cada uno de los
cuatro instrumentos de cuerda

Se ilustra la partitura de la realizacidn mas probable:

relnf o perfecta xincronia

e 2L
Ve 1 Iﬂm..
PR

Vil
vomts [ FRd 1]

IR 2= T

Todas las obras de Mozart han sido catalogadas por so nimera Kéchel v esta
obra en particular, Musikalisches Wiirfelspiel, es la K. 294 {Anh.C), asi que ha sido
propuesto que cada realizacion pudiera tener un nimero particular Kéchel que la identi-
fique. Es relativamente simple hacer una extension con 16 “digitos™ wiilizando un sistema
de base 11, por ejemplo, los “digitos™ 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 y A, La correspondencia
entre la suma de los dados v cada uno de los 16 compases representaria a la suma jgual
a2 con 0", la suma igual a 3 con *1" ¥ finalmente la suma igual a 12 con “A”. Asila
partitura mas probable tendria el namero Kochel, K. 294.53555553535355534.

Agradecemos la colaboracidn para la captura de la base de datos formada por
los 176 compases a Federico O°Reilly Regueiro. Asimismo, agradecemaos a Victor Hugo
Godoy Aguirre de la Direecion General de Servicios de Computo Académico por su
apovo en el modelado geométrico vy animacion del personage que representa a Mozart,
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laberintos & infinitos

La cara oculta de las esferas

D Eivdn Morales Amaye
Tngrivune de Matemdtoes, UNAM
AT AL e, TR, 12K

Despusés de detmr la estera 5" en ¢l espa-
cio euclidiano & **' como &f lugar peomeé-
frico de punios gice equidistan de un pun-
far, en primer lugar podemos observar al-
gunas propiedades de naturaleza
geometrica de 5. Por ejemplo, § " ticne
un punto eguicordal, es decir, un purito F
con la propiedad de que to-
das las cuerdas de la esfera
que pasan por P Lenen la
misma longitud, donde £
serd el centro. Oiro gjemplo
es el hecho de que §* esun
cuerpo de areho constante.
Llamemos a esta clase de propiedades de
la esfera propiedades del tipo 1. Nos po-
driamos preguntar si existe algin conjunto
convexo distinto de la esfera que tenga las
propiedades del upol.

Por odro lado, consideremos situa-
ciones reales de nuestro universo fisico res-
tringidas a la peometria esférica; por ejem-
plo, despues de observar que el campo
sravitacional producido par una estera 56-
lida, cuya masa cstd uniformemente distri-
buida, es igual al campo gravitacional pro-
ducido por una masa puntual, entonces
planteamos el signiente problema:

R ——

Dado un campo gravitacional produci-
el por wn cuerpo convexo en ef espacio,
Cliy masa extda uniformemente disiribui-
da, que actia sobre cada punto del com-
plementte (como si toda o masa de di-
che cuerpo estuviera concenirada en un
puniol, Jes esle comvexo una exfera?

Llamemos a esta segunda
clase de propiedades de laes-
fera propiedades del tipa [T

En el libro "La cara ocul-
ta de las esferas” del profe-
sor Luis Montejano Peimbert se nos pre-
senta, de manera exiracrdinana, un bellisi-
mo egjemplo de como es posible hacer uso
de las propiedades del tipo | para estudiar
yresolver problemas que involucran a las
propuedades del tpo 11, De lo que me ocu-
pareé ¢n lo que resta del articulo es en deta-
llar lo anterior.

En primer lugar, Mostejano es muy
cuidadeso tanto de introducir como de con-
ducir a sus los lectores a través de su libro,
Confiado en lo maravilloso de su ciencia,
de su arte, pide cautela, dedicacion y au-
dacia para que, de esta manera, la aventu-
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un pasen por el quéhacer

ra intelectual que el libro ofrece sea plenay
tantéstica. Podemos ilustrar lo anterior me-
dianie un ejemplo: imagine un juego meca-
nico padrisimo en un parque de diversio-
nes, de pronto se aparece Montejano y le
dice a usted: “joven, abroche muy bien su
cinturén de seguridad; cuando este apara-
to se encienda usted debe abrir los brazos
v las piernas. Hoy usted va a saber lo que
es volar de verdad”™. Y en efecto, uno voe-
la.

En segundo lugar, la eleccion por
parte de Montejano del problema del tpo
Il es inmegorable, el problema nimero 19
del Libro Escoces, problema de Ulam {(ver
IV El libro escocés v 'V Equilibrio en cual-
guier posicidin):

8i wn sdlido de densidad uniforme riene
la propiedad de flotar en equilibrio en
cticlguier posicldn en la gue se le defe,
Jdeherig ser éxle necesarigmente una
esfera?

En particular, cuando la densidad es cero:

i un solido descansa en equilibrio en
crglguier posicton en la que se le deje

sobre una superficie plana horizowtal,
Jdeheria ser ésfe necesariamente wna
esfera’

Ademds de su belleza intrinseca tal
problema tiens un enorme valor sentimen-
tal para Montejano por ser éste el motivo
de sus desvelns durante sus mocedades. Sin
embargo, sus suffimientos se vieron recom-
pensados al materializar sn suefio de de-
mostrar el Problema de Ulam en el caso de
densidad cero; cuva elegante dernostracion
sirve, ademas, como un magnifico cjemplo
del material expuesto en la primera parte
del libro (I Sombras y Tajadas v I El cir-
eulo), Se rumora que a Montejano todavia
la version general del problema de flota-
cifn le produce insomnios.

Por otro lado, la solucion del pro-
blema de flotacion en su version
bidimensional resulta inesperada: criardo fa
densidad ex un medin, exisfen fignras,
diferentes de un circulo, gue flofan en
cualguter posicidn en lo gue se les defe
eft un Hguide. 51 bien la demostracion de
esle caso rebasa los limites del libro, el
material es presentado de tal manera que
se puede tener una buena idea del ingre-

ATRI T =T d A A I L I TIa s = T I Y LA s Ll LA B B | M1 1 a1 oS TIET e Tl Ca ™ 3 L ™S i T sl ) T P ] 6 Rl A Ay




diente geomeétrice fundamental de la prue-
ba: las curvas de Zndler.

Maturalmente, no podia faltar uno
de log objetos geométricos [avorios de
Monicjano: las figuras y los cuerpos de an-
cho constante (V1 Figuras de anchio cons-
tante y V11 Cuerpos de ancho constante ).
Este material clasico es presentado con un
enfoque origmal. Elresultado central de esta
parte ¢s una version débil de un bello y pro-
fundo teorema de Montejano: Si today las
recoiones tromsversales o an CHEFPO
contvexo M que POsaE. por 1N Pl san
de anecio conglanie, enfonces M &8 una
EFJerd.

“La cara oculio de fasesteras "
e un libro con un gran fituro. En paticular
tiene lugar las siguiente prepunta; ,,!,ﬁrﬂ
pirsible cambiar entodo logue hemos di-
cho (después de todo Menléj@no no es
gedmetra sino topdlogo) Ias palabras Geos
metrig por Topooeii v feamEettion por io-
paldgico? Naturalmente si; es decir, el her-
manite topaldgico de "La cara oculta de
los egferas” podria nacer en cualquier
momento. En otras palabras, existe la po-
sibilidad de repetir la estratega del libro de
Muontejano pero ahora en el contexto de la
Topologia. En detalle, consistiria en obser-
var algunas propiedades de naturaleza
opaldgica de §° como las propiedades de
tipo [” v preguntarse cuiles de ellas carac-
terizan, entre [os conjuntos homeomarfos a
5", a la csfera; luego considerar las pro-
piedades del tipo I1°, e decir, situaciones

laberinios e infinilos

reales restringidas a la peometria esférica;
fmalmente, resolver problemas con propie-
dades del tipa |1 haciendo uso de propie-
dades del tipal”.

Al lado del también sensacional li-
bro ' En qué espacio vivimes? " del pro-
fesor Javier Bracho Carpizo, el libro de
Montejana ha fipurado como un joven cla-
sico de la literatura matematica mexicana.
Particularmente, este libro forma parte caen-
cial del material de cursos especiales de
geometria junto con su hermano menor
“Cuerpas de ancho consianie " y la tra-
duceitn de Montejano. del libro de H.
Hadwiger Lo antlpuie ¥ lo nueve acerca
dle fos confunios comexos . Asimisme,
ha sidke el punto micial de trabajo para los
estudinntes que mtﬂgﬁn o gue han integra-

doel numgaﬁuﬂ'upn gientifico encabeza-
do por Montejano.

E{luuai:-m]idam I casa del céle-
bet profesor mso V. Boltyanskii, Moniejanc
dedicaba un brindis 4 los autores del libro
“Convex Figures "', V. Boltyanskii y 1.M
Yaglom, porhaber sido éste, tres décadas
atras, su manantial del saber y una de sus
principales pasiones. Comprendi inmedia-
tamente, en toda 3o dimension, la emocidn
de aquellas palabras; bastd darme coenta
de que “La cara oenlta de lax esferax”
vepresents para mi, en el inicio de mi ca-
rrera unpversitars, una Smaravillosa e de
entendimiento”. Vaya pues... jun brindis por
t, Lais!

TN T ke 2 Em s Lo s ok T T L PR AL N TR B Y TR T L T TN A BT 1YL S T LA Ry i N e e SV AR 1 L

N pased por el guéiacer

El sendero del Paseo

BILLAR MATEMATICAY FANTASIA
Libro escrito por FERRAN HOLLEDERER GASCON

Se ha demostrado goe los campeones del illar utilizan las
matemiticas para calcular dngulos y trayectorias exactas, En
este libro puedes encontrar sistemas que te ayudarin a crear
ciettos efectos sumando alpehraicamente los distintos deapla-
zamicntos de las bolas 1, 2 v 3. Con explicaciones sencillas,
pero precisas, podris convertirte en un excelente jugador de
billar,

ittt woeow hillar, 20 comdmiermd biml

Un libro de Stephen Hawking: A Hombros de gigantes
(Om the shoulders of giants, the great works of physics and
AstrononTY ).

El gran cientifico Stephen Hawking ha reunido en este libro las
cinco obras que, 8 5u juicio, representan ] caidon de laculura
universal en el campo de la fisica y la astronomia. Lo que aqui
estd eserito es una breve introducern de cada una, explicando
U importancia para la ciencia,

Los autores son:

Nicokis Copérnico { Sobre las revoluciones de los orbes celestes).

Galileo Galilei ( Didlogo sobre dos nuevas cicncias).

Johannes Kepler (Las armonins del mundo).

Isaac Newton { Principios matemedticos de 1a filosofia natural ).

Albert Einstein (El principio de la relatividad).

Las compilaciones de cinco de loz mayores escritores de la hustora, constituyen (segi
el autor) un “tesore de conocimientos clentificos gue nadie puede ignorar "
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' 7
Yakov I. Perelinan J"meg

Si lo que te gusta son la fisica y las matemdticas, éste es un libro que no puedes dejar de
leer. Con temas como “ilusiones apticas”™, “problemas v experimentos™ v “acertijos numed-
ricos”, puedes poner a prueba tu habilidad para resolver problemas logicos y matemati-
cos. 51, por otro lado, piensas que las matematicas son puros nimeros que no enfiendes,
este libro puede ayudarte a comprenderlas un poco mejor y descubrir que, en realidad,
no son (an dificiles como eredas.

“Varios afios atrds concebi la idea de poner al alcance de muchos nifios, jdvenes
y adultos, algunos libros que a mi me permiticron ver las ciencias fisicas y matematicas
desde ofro Angulo, sin fdrmmulas ni desarrollos complejos™, Yakov Isidorovich Perelman,
awtor del libro,

Algunos ejemplos de problemas que puedes encontrar:

- JOQue pesa mdd, un vaso leno de anicar molido o el mismo vaso [leno de azdear
en terrones?

= (Cuantos cuadmados, en diversas posiciones, puede usted contar en un tablero
de ajedrez?

- Un ladrillo ordinario pesa 4 kg,
¢ Codnto pesara un ladrillito de juguete, hecho del mismo material, si todas sus
dimensiones son cuatro veces menores?

- Cudntas veces aproximadaments pesard mas un gigante de 2 m de altura que
un enano de 1 m?

- Poede usted expresar el nlimero 1000 con ocho eifras iguales? Ademds de Jas
ciftas pueden utilizarse los signos de las operaciones.
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- Expreseusted la unidad valiéndose de los diez digitos.
- Exprese el nlmero 100, con cineo cifas iguales, por cuatro procedimicntos dife-
rcatcs,

hittp:faww geocities.comvproblemasyexperimentos/

OLIMIPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS

Estamos muy cerca de ser la cede de la Olimpiada Internacional de Ma-
temuiticas (IMOY) que se llevara o eabo en Cancin, en julio del 2003,

Los organizadores del evento estin pidiendo ayuda de jivenes entusias-
tas que lengan alrededor de 22 afios. 51 estas interesado eseribenos o
visita;

hatpe//tlabui posgrado, unam.mxomm/

Xprésate!

Ensayo Narraliva
grafia Cruento Resena
ografin Dibujo
Envia tus colaborsciaacs o

m comunlcate al tel, 6838 4000 ex
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Estrellas

Traducir el poema al lenguaje algebraco y resolver la ecuacion:

Para poder describir
las sensaciones que siento por ti,
he de contar
el niimero de esirellas
que en el cielo pueda observar.

Pero como he de describic
el significado de Ia mmensidad
he optade por pensar
en el tiempo de mivida
gue e he de recordar.

El inverso demalndirmero
1 1o puedes igualsr
A un guinto de las seis cartas

que te llegoeé a regalar
menos el tiempo
gue te voy a recondar.

Avacedl Bernabd

Sohucian;

Como respuesta puedo decir
que toda mi vida te vioy a extratiar
¥ que si fuviera cinco vidas
en todas te voy a afiorar.
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Licenciaturas

- Actuaria

+ Administracion

« Ciencia Politica

+ Contaduria Pablica y
Estratengia Financiera

+ Derecho

- Economia

- Matematicas Aplicadas

- Relaciones Internacionales

la carrera
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iVen y descubre que
la gente ITAM es gente como tu!

Ingenierias

Ingenieria en Computacion
+ Ingenieria Industrial

- Ingenieria en Telematica

Visitanos en; hitp:/faspirantes.itam.mx

BECAS ITAM

Uno de cada tres alumnos cuenta
con ayuda financiera.

E SHFR QMR

() tntorneactitarm. nik

ITam

FXCELEMCLA ACADEMICA
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Boca del diablo, Rodripn Sudrez




